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Resumo 


Estudamos várias propriedades da função zeta de Riemann. Três provas do Teorema 
dos Números Primos foram fornecidas. Resultados clássicos sobre regiões livres de zeros 
da função zeta, bem como sua relação com o termo do erro no Teorema dos Números 
Primos, foram estudados em detalhes. 

Palavras-chave: Função Zeta de Riemann, Teorema dos Números Primos, Regiões 
Livres de Zeros. 


Abstract 


We studied various properties of the RiemamTs zeta function. Three proofs of the 
Prime Number Theorem were provides. Classical results on zero-free region of the zeta 
function, as well as their relation to the error term in the Prime Number Theorem, were 
studied in details. 

Keywords: Riemann Zeta Function, Prime Number Theorem, Zero-Free Regions. 
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Notação 


N, M, n, m, i, j, k 

Números naturais. 

V 

Número primo. 

M, C, Ci, <72, , 

Constantes. 

A 

Conjunto aberto de C. 

D 

Conjunto aberto e conexo de C que chamaremos região. 

z, w, s 

Variáveis complexas. 

Im(z) 

Parte imaginária do complexo z. 

Re{z) 

Parte real do complexo z. 

Res ( f,z 0 ) 

Resíduo de f(z) no ponto z 0 . 

x, y, cr, t 

Re(z), Im(z),Re(s), Im(s), respectivamente. 

x, y, t, u, 9 

Variáveis Reais. 

6{x) 

Punção Teta de Jacobi definida por e ~ nn x - 

7r(x) 

Função que conta o número de primos menores ou iguais a x. 


Função de Tchebyshev definida por ^2 pm<x lnp, p primo, 
m natural. 

#(a?) 

Função de Tchebyshev definida por Yh p < x Wh P primo. 

Li(x) 

Função Integral Logarítmica definida por f 2 1/ ln tdt. 

li(x ) 

Função Integral Logarítmica definida por f* 1/ ln tdt. 

A(n) 

Função de Von Mongold definida por lnp, se n = p m , 0, 

caso contrário. 

AiH 

Função definida por l/m, se n = p m , 0, caso contrário. 

B n (t) 

n-ésimo polinómio de Bernoulli. 

B n (t) 

n-ésima função periódica de Bernoulli definida 
por B n (t) = B n (t— [í]). 


Notação 


A( z,r ) 

Ã( 2 ,r) 

A*(z,r) 

A 

Ã 

A/fo) 

/(*) ~ »(*) 

/(x) = o($(x)) 
f(x) = 0(g(x )) 

C n (^) 


4, g /0) 

M 

{x} 

Log 2 

log / 

7 

7 

cw 

r(s) 

Éfo 

p = /3 + iy 


Disco aberto de centro z e raio r. 

Disco fechado de centro z e raio r. 

Disco aberto de centro z e raio r com a remoção do seu 
centro z. 

Disco aberto em C. 

Disco fechado em C. 

Laplaciano da função / no ponto z 0 . 

Significa que lim^t*, f(x)/g(x) = 1 e diremos que / é 
assintótica a g. 

Significa que lim^oo f(x)/g(x) — 0 e diremos que / é 
de ordem inferior a g. 

Significa que |/(x)/^(x)| < C para alguma constante absoluta 
C e x > x 0 . 

Conjunto das funções / : A —> M com todas as derivadas 
parciais de ordem n contínuas. 

Derivada logarítmica f'(z)/f(z) de f(z). 

Conjunto dos números inteiros negativos. 

Maior inteiro menor do que x, x real. 

Denota x — [x], se x for real não inteiro e 1 se x for inteiro. 
Função ln \z\ + lArg z, em que Arg z representa a 
função argumento principal. 

Denota qualquer função analítica g tal que / = e 9 . 

Im(p), onde p é um zero não-trivial de £(«)■ 

Função contínua 7 : [a,b\ —> C ou o conjunto imagem desta 
função. Ambos serão chamados de caminhos em C. 

Função zeta de Riemann. 

Função gama. 

Função definida por £(s) = (|) F (|) (s — 1 ) 7 t _s / 2 C(s). 

Um zero não-trivial da função ((s). 
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Introdução 


O comportamento dos números primos é, sem lugar a dúvidas, um dos maiores enigmas 
da matemática. Euclides provou no Livro IX de seu texto “Os Elementos ”que o conjunto 
dos números primos é infinito. Mas, qual é o padrão exato da distribuição destes números 
entre os naturais? Esta é uma pergunta para a qual ninguém conhece a resposta. Existem 
muitos mistérios e irregularidades na distribuição destes números. Se por um lado, para 
qualquer número natural m podemos encontrar m números compostos consecutivos - os 
chamados desertos de primos - por outro, parecem existir infinitos pares de números 
primos diferindo entre si apenas por duas unidades - estes pares de primos são conhecidos 
como primos gêmeos e a suspeita que existem infinito pares destes primos é conhecida 
como conjectura dos primos gêmeos. O problema de prever com eficiência a localização 
exata dos números primos tem resistido às tentativas de solução das maiores mentes 
matemáticas ao longo da história. Esta dificuldade reside principalmente na semelhança 
da distribuição dos primos com determinadas distribuições aleatórias de números entre 
os ímpares. Entretanto, uma padrão inesperado surge quando se estuda a quantidade 
existente destes números em grandes blocos de números naturais. Introduzindo a função 
7 r(x), que conta o número de primos entre 1 e x, a densidade de primos no intervalo [1, x] 
é definida por 

k{x) 

x 

Embora a quantidade de números primos seja infinita, algumas experiências numéricas 
sugerem que a densidade destes números diminuem quando avançamos a valores grandes 
de x, ou seja, n(x)/x parece se comportar como uma função decrescente. 

x : 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000 

7 t { x)/x : 0.4 0.25 0.168 0.1229 0.09592 0.07845 


Analisando extensas tabelas de números primos os matemáticos C. F. Gauss e A. M. 
Legendre foram capazes de perceber o decrescimento da função densidade dos primos de 
forma mais precisa. Estes matemáticos notaram que esta função se aproxima do inverso 
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da função logaritmo natural quando x cresce, ou seja, 

ff(g) _ J_ 

x lnx’ 

para valores grandes de x [10], [8], [14]. Esta observação sugere a aproximação 

x 

n(x) eu - -, 

lnx 


(1) 


para valores grandes de x. Por meio da introdução do erro relativo r(x), esta aproximação 
pode ser transformada na igualdade 

n(x) = { 1 + r ( x )}]^ c - 

É justamente a afirmação que o erro relativo nesta aproximação tende a zero quando x 
tende ao infinito que se conhece atualmente como Teorema dos Números Primos. De 
forma mais simbólica este teorema afirma que 


lim 7 t(x )/-— = 1. 
x^-oo lnx 


( 2 ) 


A harmonia desta afirmação com o comportamento verdadeiro da função 7r(x) não é 
negada pela experiência numérica. Veja: 


X 

tt ( x ) 

xf lnx 

< x )hh 

10 3 

168 

144.7 

1.17 

10 4 

1 229 

1 085.7 

1.13 

10 5 

9 592 

8 685.9 

1.10 

10 6 

78 498 

72 382.4 

1.08 

10 7 

664 579 

620 420.7 

1.07 

10 8 

5 761 455 

5 428 681 

1.06 

10 9 

50 847 534 

48 254 942 

1.05 


Tabela 1: Comparação entre as funções tt(x) e x/lnx. 

O Teorema dos Números Primos também pode ser enunciado na forma 
. . x ( x \ 

7T(x) = - + O - , X —> OO. 

lnx Vlnx/ 

Este teorema é surpreendente sob pelo menos dois aspectos. Primeiro, estabelece uma 
relação entre as funções n(x) e lnx de campos totalmente diferentes da matemática. 
Segundo, mostra que, embora os números primos se distribuam de forma muito misteriosa, 
ora apresentando primos gêmeos ora apresentando desertos de primos, quando olhados em 
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blocos cada vez maiores estes números apresentam um padrão para a sua rarefação [6]. 

A história da descoberta e demonstração deste teorema envolveu diretamente emi¬ 
nentes matemáticos como C. F. Gauss, A. M. Legendre, L. Dirichlet, P. Tchebyshev, B. 
Riemann, C. F. von Mongoldt, J. Hadamard e C. de la Vallée Poussin. Durante esta busca, 
que durou cem anos, cada geração se apoiou no trabalho da anterior terminando final¬ 
mente por construir uma demonstração que é considerada uma das jóias da matemática. 

Para conhecer um pouco desta intrigante história voltemos ao final do século dezoito. 
Por volta de 1792-93 Gauss separou os inteiros em intervalos de comprimento 10 3 e tabe¬ 
lou o número de primos existentes em cada um destes intervalos para os primeiros 50 
intervalos e conjeturou que a densidade destes números próximo a um numero x seria 
aproximadamente 1 / ln x [10], [8]. Com base nisto, o número de primos no intervalo [2, x] 
poderia ser estimado da seguinte forma: seja 2 = a 0 < ■ ■ ■ < a n = x uma partição para o 
intervalo [2,x], de acordo com a conjectura de Gauss para a densidade dos primos 

n(x) re (cii — clí-i) ln -1 ~ J ^/l ní - 

Com a notação Li{x ) = f* dt/ ln t isto pode ser posto como 

7r(x) & Li(x). (3) 

A função Li(x ) é conhecida como integral logarítmica. Veja na Tabela 2 a precisão desta 
aproximação em comparação com a aproximação fornecida em (1). 


X 

tt(x) 

7 r(x) — x/lnx 

Li(x) — 7 r(x) 

10 3 

168 

23.2 

8.6 

10 4 

1 229 

143.7 

16.0 

10 5 

9 592 

906.1 

36.8 

10 6 

78 498 

6 115.6 

128.5 

10 7 

664 579 

44 158.3 

338.3 

10 8 

5 761 455 

332 774.0 

753.3 

10 9 

50 847 534 

2 592 591.6 

1700.0 


Tabela 2: Erros absolutos nas aproximações n(x) « x / ln x e n(x) & Li(x). 


A precisão da aproximação Li(x) para a função n(x) é incrível. Observemos, por 
exemplo, que a aproximação x/lnx possui um erro relativo de 0.05, para x — 10 9 , contra 
—0.00003 de Li(x) para o mesmo valor de x. 
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Após testes com tabelas de primos Gauss então conjeturou que 


7r(x) = {1 + o(l)}Li(x), x —> oo. 


( 4 ) 


A conjectura de Gauss é equivalentes ao Teorema dos Números Primos. Isto será de¬ 
monstrado no Capítulo 4. Tudo o que se sabe sobre os estudos realizados por Gauss em 
1792-93 está contido numa carta que o próprio Gauss escreveu ao astrônomo Encke em 
1849. Portanto, suas idéias não tiveram influência nos estudos sobre a função tt(x) neste 
intervalo de tempo [10]. 

Em 1798 Legendre conjeturou, com base em contagens feitas em tabelas de primos 
disponíveis àquela época, que 


tt(x) 


x 

A ln x + B ’ 


x —> oo, 


em que Ae B são constantes. O próprio Legendre, ainda através de observações numéricas, 
refinou sua conjectura em 1809 para 


7r(x) = - - , . . , lim A(x) = 1.08366. 

v ' ln x-A(x) x^oo v ' 

Essencialmente, Legendre conjeturou que 


( 5 ) 


1.083666 + 0(1)’ ^ 

A conjectura de Legendre trás implícito que 
x 

TT(X) ~ r-, X —y OO. 

lnx 

Portanto, foi Legendre quem primeiro publicou uma conjectura muito próxima ao enun¬ 
ciado do que conhecemos atualmente como Teorema dos Números Primos [10]. 


Embora o Teorema dos Números Primos se verifique, a conjectura de Legendre na 
forma (5) não estava correta. Legendre provavelmente ajustou os valores de A{x), com 
base nas tabelas de primos disponíveis por volta de 1800, para que sua função fosse uma 
ótima aproximação para a função tt(x) e com isto foi levado à afirmação lim^t*, A{x) = 
1.089666. Entretanto, à época que Gauss escreveu a Encke, tabelas de primos mais 
extensas haviam sido publicadas e o próprio Gauss calculou os valores de A(x), para 
alguns valores grandes de x, e encontrou os números 1.07682, 1.07582, 1.07529, 1.07179 
e 1.07297, em suas palavras, “parece que, quando x cresce, os valores de A{x) decrescem 
em média. Eu não arrisco conjeturar que o limite, quando x tende ao infinito, é 1 ou algo 
diferente de 1” [10]. Veremos mais adiante que a observação de Gauss procedia. 
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Figura 1: Gráficos de Li(x), n(x) e x/\nx no domínio x e [2,10000]. 


O primeiro grande avanço na busca à prova do Teorema dos Números Primos foi feito 
pelo matemático russo P. Tchebyshev. Uma tentativa de provar o Teorema dos Números 
Primos por meio do estudo direto da função ir(x) apresenta muitas dificuldades. Uma 
alternativa consiste em estudar o comportamento assintótico, quando x —> oo, de outra 
função mais acessível e relacionada com a função 7 r(x). Foi, provavelmente, com esta idéia 
em mente que Tchebyshev introduziu as funções 

$(x) = ^ lnp 
e 

x ) = lnp ’ 

p m <x 

com p variando no conjunto dos primos e m variando nos naturais, e provou que o Teorema 
dos Números Primos (2) é equivalente a cada uma das afirmações (6) e (7) [10]. 


&(x) ~ X, x —> oo. 

(6) 

■0(x) ~ X, x —> oo. 

( 7 ) 


A Figura 2 fornece alguma evidência para a veracidade de (7). Veja a proximidade deste 
gráfico com a reta y = x. 

Esta abordagem apontava para o caminho certo, pois as primeiras demonstrações do 
Teorema dos Números Primos foram via (7). Tchebyshev foi o primeiro a estudar a função 
n(x) por métodos analíticos. Em duas memórias famosas publicadas em 1850 deu grandes 
contribuições ao estudo da distribuição dos números primos [2], Nesta época, aproximada¬ 
mente meio século após as conjeturas de Gauss e Legendre, as únicas evidências a favor 
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do Teorema dos Números Primos eram experiências numéricas. Nem mesmo era sabido se 
xj ln x representava a ordem de grandeza correta para a função 7r(x). Tchebyshev mostrou 
que esta era a ordem de grandeza ao provar que para valores suficientemente grande de x 

0.92129 < tt(x) < 1.10555 

ln x ln x 

Tchebyshev provou também que se os limites 

lim 7r(x) / t— —, lim A(x) 

x^-oo lnx as-K» 

existirem então eles serão iguais a 1. Entretanto, não conseguiu provar a existência destes 
limites [10], [2]. A existência destes dois limites será provada no Capítulo 4. 



Figura 2: Gráfico de ip(x) no domínio x e [2,1000]. 


Em 1859 B. Riemann publicou no pequeno artigo intitulado “Ueber die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grõsse” um plano extraordinário para se estudar a 
função 7r(x) [8]. Para compreender um pouco deste plano retrocedamos no tempo. Euler 
havia observado em seu livro “Introductio in Analysin Infinitorum” de 1748 que 

vi = TT^—, 

“ n s 1 — p~ s 

com p variando no conjunto dos primos e s > 1 real [2]. Inspirando-se nesta surpreendente 
fórmula, Dirichlet provou em 1837 que numa progressão aritmética com primeiro termo 
e razão primos entre si existem infinitos números primos. Este importante resultado 
conhecido como teorema de Dirichlet havia sido conjeturado por Legendre em 1809 [10]. 
A prova de Dirichlet foi muito importante porque resolveu um problema exclusivamente da 
teoria dos números com métodos da análise matemática. Era o início da Teoria Analítica 
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dos Números. 

Provavelmente influenciado por Dirichlet e Tchebyshev, Riemann abordou o Teorema 
dos Números Primos, um problema de natureza aritmética, através da função 

« s > = £^ Re (s)> í, 

conhecida atualmente como função zeta de Riemann. Como não abordaremos neste tra¬ 
balho outras funções zetas, nos referiremos frequentemente à função zeta de Riemann 
apenas como função zeta. 

Dirichlet havia trabalhado em sua demonstração de 1837 com funções de variável 
real e Tchebyshev ao estudar a função n(x) através da função Ç( s ) considerou apenas 
valores reais s > 1. Riemann foi mais ousado e estudou ((s) como uma função de variável 
complexa. No artigo de 1859 Riemann provou (não nos termos atuais mas de forma 
equivalente) que a função C(s) pode ser estendida a uma função (também conhecida como 
função zeta de Riemann) meromorfa em C com polo simples em s = 1 e relacionou a 
distribuição dos zeros complexos desta função com a distribuição dos números primos 
[8], [10]. Mais precisamente, Riemann obteve, embora não rigorosamente provada, uma 
fórmula exata para a função que conta os primos 

n ( x ) = ~~ W Vn ) + J2J2 li ( xP/n ) + 0 (!)> ( 8 ) 

n=l n =1 p 

sendo N > lnx/ln2 — 2, p(n) a função de Mõbius e li{x) a função definida por f* 1/ln tdt 
e também conhecida como integral logarítmica [8]. Por meio desta fórmula, Riemann 
definiu o caminho exato a ser percorrido para se provar o Teorema dos Números Primos. 
Entretanto, para se trilhar este caminho seria necessário alguma informação sobre a dis¬ 
tribuição dos zeros da função zeta. O próprio Riemann chegou à conclusão que estes zeros 
se separam em dois conjuntos: zeros nos pares negativos conhecidos como zeros triviais; 
zeros na faixa 0 < Re(s) < 1 conhecidos como zeros não-triviais. No estudo da função 
zeta esta faixa ficou conhecida como faixa crítica e a reta Re(s ) =1/2 como reta crítica. 

Os resultados mais importantes do artigo 1859 estão em forma de profundas con¬ 
jecturas feitas por Riemann sobre a distribuição dos zeros não-triviais da função zeta. 
É importante ressaltar que Riemann nunca manifestou dúvidas em relação à veracidade 
destas afirmações. Passaram a ser chamadas de conjecturas devido apenas ao fato de não 
estarem completamente provadas. Entretanto, foram necessários mais de 30 anos para 
que algumas delas fossem resolvidas por J. Hadamard e Von Mongoldt [8]. 
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A mais célebre conjetura feita por Riemann afirma que “todos os zeros não-triviais 
da função zeta se encontram sobre a reta Re(s) = 1/2”. Esta afirmação é a famosíssima 
Hipótese de Riemann e sua prova é considerada pela grande maioria dos matemáticos 
o problema mais importante da matemática. Em maio de 2000 o Clay Mathematics 
Institute anunciou que sete prêmios no valor de um milhão de dólares estavam sendo 
oferecidos pelas soluções dadas a um dentre sete problemas matemáticos não resolvidos. 
Entre estes problemas estava a Hipótese de Riemann [6]. Falaremos mais sobre este 
importante problema nos Capítulos 3 e 4. 

Von Mongold percebeu, por volta de 1895, que bastava uma prova que a função zeta 
não possuía zeros na borda da faixa crítica para se provar o Teorema dos Números Primos. 
Foi exatamente isto que os matemáticos J. Hadamard e C. de la Vallée Poussin fizeram 
simultaneamente e de forma independente em 1896 [8]. 

A prova do Teorema dos Números Primos estabeleceu 


n(x) = {1 + r ( x )}^;: 


com lirn^oo r(x) = 0. A próxima pergunta naturalmente seria: qual a velocidade de 
decrescimento da função r{x )? 

Esta questão ainda não foi completamente resolvida. De la Vallée Poussin provou em 
1899 que r(x) = 0{exp(—CTn 1//2 x)} . Os matemáticos Weyl, Hardy, Litlewood e Van der 
Corput fizeram significativas melhoras nestas estimativas. Mas foi usando a Análise de 
Fourier, através do poderoso Método de Vinogradov-Korobov, que os matemáticos I. M. 
Vinogradov e N. M. Korobov obtiveram, independentemente, em 1958, a melhor ordem de 
decrescimento que se conhece na atualidade: r(x) = O [exp {—C (ln x) 3 / 5 (ln ln x) ~ 1 A}/ E 
importante observar que cada uma destas estimativas foram primeiramente obtidas como 
consequência da existência de certas regiões livres de zeros na faixa crítica da função zeta. 
A Hipótese de Riemann equivale a r(x) = 0(x _1//2+e ), para qualquer e > 0 (provaremos 
isto no Capítulo 4) [8], [12], 

A fórmula (8) mostra a profunda relação existente entre a distribuição dos zeros não- 
triviais da função zeta e a distribuição dos números primos. Para reforçar ainda mais esta 
relação faremos um ligeiro esboço das primeiras demonstrações publicadas do Teorema 
dos Números Primos. A função Ç(s) verifica o produto de Euler 



Re(s) > 1. 
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Este produto serve de ligação entre as propriedades da função zeta e os números primos. 
Através dele prova-se a fórmula 


r x 2 

/ ip(t)dt = {1 + r(x)}~—, x > 1, 

J o ^ 


(9) 


r(x) = ~ 2^ 


pO+i) 


,, o (*(-!) 

^ 2n(2n — 1) xC(0) x 2 C(—1) ’ 


com p variando entre todas as raízes não-triviais de £(s) na ordem crescente de \Irn(p)\. 
No próximo passo prova-se que as séries 

£ 


pO+i) 


“ 2n(2n — 1) 

são uniformemente convergentes em r>le portanto verificam 

x p ~ l 

lim > —- tt" + nm > - 

x->oo ^ o(o + li X—HX> ^ A 


J p(p + í) x-Hx> ^ 2n(2n — 1) 

E x p 1 \ 2n 1 

nm —-r # > nm - 

x-^oon(n-t-l) ' b - ko ! 


J x-nx> p(p + 1) 2n(2n — 1) 

Provando então que Re(p) < 1 para todo zero não-trivial da função zeta de Riemann, 
ou seja, que £(s) não possui zeros na reta Re(s) = 1, segue que 


o p(p + 1) 


para todo zero p e 


lim S^ —-—— + lim - 
x^-oo n( O + 1) x^-oo^-^7 


- = 0 


a:-xx> ^ p[p + 1) z-xx> 2n(2n — 1) 

Desta última igualdade e da fórmula para r(x ) pode-se concluir que 

í x p ~ x °° 1 

lim r(x) = — 2 < lim > —-- + lim > 

n^oo^p(p+i) 


' 2n(2n — 1) 


Logo, por (9), 


í ip(t)dt ~ x 2 /2, 

J o 
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Disto prova-se que 

ij>(x) ~ x, x —> oo, 

e, devido a equivalência desta última afirmação e o Teorema dos Números Primos provada 
por Tchebyshev, este último fica finalmente provado. 

Foi exatamente desta maneira que C. de la Vallée-Poussin e J. Hadamard proced¬ 
eram, de forma independente, quando deram a primeira prova completa do Teorema dos 
Números Primos em 1896, com diferenças significativas apenas nas escolhas de fórmulas 
substitutivas à fórmula (9) e no método empregado na prova que a função zeta não possui 
zeros na reta Re(s) = 1 [8]. Finalmente, Hadamard e De la Valée Poussin, reunindo 
os esforços efetuados por eminentes matemáticos, puseram fim à procura que durara um 
século. 

Embora não desenvolvida de forma rigorosa, a argumentação anterior traz à tona uma 
das facetas da relação entre a distribuição dos zeros não-triviais da função zeta e a dis¬ 
tribuição dos números primos. Por exemplo, dentro da teoria esboçada neste esquema a 
Hipótese de Riemann implicaria imediatamente no Teorema dos Números Primos. Feliz¬ 
mente, não há necessidade de provar a Hipótese de Riemann para demonstrar o Teorema 
dos Números Primos. Como já tivemos indícios e provaremos mais tarde de forma rigorosa, 
este teorema é equivalente à não existência de zeros da função zeta na reta Re(s) = 1. 
Esta propriedade da função zeta é conhecida como Teorema de Hadamard-De la Vallée 
Poussin. Embora, apenas a não existência de zeros da função zeta na faixa crítica seja 
suficiente para provar o Teorema dos Números Primos, o estudo de regiões livres de ze¬ 
ros nesta faixa é de fundamental importância no estudo da ordem do erro cometido nas 
aproximações n(x) ~ Li(x) ou n(x) & x/\nx. Sabe-se, por exemplo, que a Hipótese de 
Riemann é equivalente a 7i(x) = Li(x ) + O (y/x lnx) (provaremos isto no Capítulo 4). 

As primeiras demonstrações do Teorema dos Números Primos são conhecidas como 
demonstrações analíticas por usarem conceitos de Análise Complexa. Durante a primeira 
metade do século vinte houve um consenso entre a maioria dos membros da comunidade 
matemática sobre a não existência de uma demonstração “elementar” deste resultado 
(elementar no sentido de não empregar ferramentas da Análise Complexa). Em 1949, os 
matemáticos A. Selberg e P. Erdõs, contrariando às expectativas, causaram uma agitação 
no mundo matemático ao apresentarem uma prova elementar do Teorema dos Números 
Primos. A demonstração, embora seja difícil, utiliza apenas conceitos básicos de Análise 
Real [8], [2], 

Neste trabalho teremos como objetivo principal a apresentação de três demonstrações 
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analíticas para o Teorema dos Números Primos já existentes na literatura, sendo uma 
delas uma generalização deste resultado. Geralmente, estas demonstrações se encontram 
em livros sobre Teoria Analítica dos Números. Em vários casos o texto dedicada pouca 
atenção aos conceitos analíticos básicos necessários a uma melhor apreciação da prova. 
Em outros, algumas partes substanciais da prova do Teorema dos Números Primos são ap¬ 
resentadas como consequências de resultados bem avançados. Para evitar estes pequenos 
empecilhos apresentaremos as provas dos prerrequisitos da análise e desenvolveremos cada 
parte da argumentação de forma bem básica. Teremos como modelo para estas demon¬ 
strações os livros “Topics in Analytic Number Theory” de H. Rademacher e “Riemanrís 
Zeta Function” de H. M. Edwards (estes livros são nossas referências [16] e [8]). 

A prova apresentada por Rademacher e que iremos expor no Capítulo 4 utiliza uma 
técnica diferente da esboçada nesta introdução para demonstrar que 

lim r(x) = 0 

na fórmula (9). Esta técnica consiste em encontrar outra expressão para a função r(x ) 
através de uma integral envolvendo a função Ç'(s)/Ç(s), conhecida como derivada loga¬ 
rítmica da função zeta, e concluir a partir desta nova expressão que este limite é 0. Esta 
abordagem aparentemente relega ao Teorema de Hadamard-De la Vallée Poussin uma 
importância secundária. Apenas aparentemente, pois neste método de prova será funda¬ 
mental que a função 1 /(z — 1) + Ç'(s)/((s) seja analítica num aberto contendo o semiplano 
Re(s ) > 1, sendo isto possível apenas se a função zeta não possuir zeros na reta Re(s) = 1. 

A outra prova que apresentaremos será a que foi esquematizada neste capítulo. As 
ferramentas que serão construídas para esta segunda prova serão mais fortes e nos permi¬ 
tirão também provar uma generalização do Teorema dos Números Primos na medida em 
que concluiremos não apenas que r(x) tende a 0 mas também poderemos estimar a ordem 
de decrescimento desta função. 

Outro objetivo deste trabalho será apresentar alguns resultados relacionados à impor¬ 
tante relação entre regiões livres de zeros da faixa crítica da função zeta e o comportamento 
assintótico da função 7 r(x) — Li(x). Obter assintotas com ordem de crescimento cada vez 
menor para esta função é um assunto que tem sido estudado intensamente no último 
século e que ainda parece estar longe de ser resolvido completamente. 

Dividiremos o texto em mais quatro capítulos além desta Introdução. No Capítulo 1 
demonstraremos alguns teoremas da Análise Aplicada que serão utilizados com frequência 
e/ou em ocasiões importantes no texto. Um leitor experiente pode ignorar este capítulo. 
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No Capitulo 2 estudaremos algumas propriedades básicas da função zeta de Riemann. 

No Capítulo 3 provaremos o Teorema da Hadamard-De la Vallée Poussin sobre a 
não existência de zeros na reta Re(s) = 1 e o Teorema De de la Vallée Poussin sobre a 
existência de uma região livre de zeros que engloba a anterior. 

No Capítulo 4 forneceremos três provas ao Teorema dos Números Primos e discutire¬ 
mos alguns resultados envolvendo a relação entre o comportamento assintótico da função 
7 r(x) — Li(x ) e as regiões da faixa crítica da função zeta que são livres de zero. 

Também apresentaremos um Anexo. Nele se encontram os teoremas gerais da Análise 
Complexa que serão utilizados no decorrer do texto. Não apresentaremos demonstrações 
destes resultados e sim apenas algumas referências onde possam ser encontradas. Sua fi¬ 
nalidade é apenas fornecer ao leitor um resumo dos resultados básicos que foram utilizados 
e que possamos citá-los durante as demonstrações. 
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Capítulo 1 
Preliminares 


Neste capítulo reuniremos alguns resultados que serão usados com frequência durante o 
texto ou em parte crucial de alguma demonstração. São ferramentas tais como os números 
e polinómios de Bernoulli, a função gama, a fórmula da soma de Euler-MacLaurin, a 
fórmula de Stirling, etc. De forma diferente à feita no Anexo A, cada um destes resultados 
será provado. No final de cada seção apresentaremos as referências utilizadas nas provas. 

1.1 Funções Harmônicas, Logaritmos e o Teorema de 
Jensen 

Definição 1.1. (Função harmônica) Seja A um subconjunto aberto de C. Uma função 
u : A —> R é chamada harmônica em A se u e C 2 (A ) e Au = 0 em A. 

Teorema 1.1. Seja D uma região em C. 

(i) Se f é analítica em D eu = Re f, então u é harmônica em D. 

(ii) Se u é harmônica em D, e se D for simplesmente conexo, então u = Re f para alguma 
função f analítica em D. Além disto, f é única a menos da adição de uma constante. 

Prova, (i) A função f = u+iv ser analítica em D implica em u, v e C°° (veja o comentário 
que segue ao Teorema A.4). Em particular u e C 2 . Por outro lado, as equações de Cauchy- 
Riemann mostram que u x = v y e u y = —v x . Portanto, 

Au = U XX + Uyy = V yx ~ V X y = 0 

em D. Assim, u é uma função harmônica em D. 

(ii) Primeiramente trataremos a condição da unicidade a menos da adição de uma con¬ 
stante. S e u = Re f para alguma função analítica /, colocando / = u + iv segue, pelo 
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Teorema A.l, que 

f = U x + ÍV X = U x — lUy. 

Portanto, se / existe, então /' é completamente determinada por u. Logo, / é única a 
menos da adição de uma constante. 

Se a função u for harmônica, então a função g : D — y C, definida por 
g = u x — iu y , 

satisfaz g £ C x (D) e as equações de Cauchy-Riemann, pois 

^xx = ^yy ^ ^xy = ^yx m 

A última equação decorre do Teorema de Schwarz. Pelo Teorema A.l g é analítica em D. 
Como D é simplesmente conexo então, pelo Teorema A.2, existe uma primitiva / de g e 

f = g = u x - iu y . 


Também é válido que 

f - (ife f) x + i(Im f) x = {Re f) x - i{Re f) y . 

Portanto, (u — Re f) x = 0 e (u — Re f) y = 0 em D. Logo, existe uma constante real C 
tal que u = Re f + C, ou seja, u é a parte real da função analítica / + C. m 

Teorema 1.2. (Teorema do máximo) Seja u uma função harmônica em uma região D. 
Se existe um ponto z 0 £ D tal que u(z) < u(z 0 ) para todo z £ D, então u é uma constante. 


Prova. Sejam z\ £ D, u uma função harmônica em De A um disco aberto tal que 
A(^i,r) C A C D para algum r > 0. Pelo Teorema l.l(ii) existe uma função / analítica 
em A com u = Re f neste conjunto. Aplicando a fórmula integral de Cauchy à função /, 
obtemos 


/(zi) = 2S U‘^L f{zi + re “ )M ' 


ou seja, 


1 f 2n 

u(zí) - Re f(zi) = — J u(zi + re l9 )d0. ( 1 . 1 ) 

Consideremos agora os conjuntos U = {z £ D : u{z ) < u(^o)} e V = {z £ D : u{z ) = 
u{z 0 )}. Claramente Ur\V = 0 e h U V = D. Como z 0 £ V então V ^ 0. Assim, 
se mostrarmos que U e V são abertos, então a conexidade de D implicará em U = 0 e 
V = D, provando que u é constante. 
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Seja z £ U e coloquemos e = u(z 0 ) — u(z) > 0 então, devido à continuidade de u, 
existe um disco A(z, r) C D tal que \u(w) — u{z)\ < e, para todo w £ A(z, r). Em função 
da particular escolha de e segue que u(w) < u(z 0 ), para todo w £ A(z, r ), mostrando que 
A(z,r) C U. Logo, U é aberto. 

Seja z eV e escolhamos r 0 > 0 tal que A (z,r 0 ) C D. Seja r £ (0, r 0 ). Por (1.1), 

1 f 2n 

u(z 0 ) = u(z) = — / u(z + re l )dd. 

^ J o 

Portanto, 

1 í 2 "■ 

— y (it(iEo) - + re ,e )}d0 = 0. (1.2) 

Como a função que associa a cada 9 £ [0, 27í] o valor real u(z 0 ) — u(z + re l °) é contínua e 
não negativa segue, por (1.2), que esta função é identicamente nula. Logo, z + ré'° £ V 
para todo 9 £ [0, 27t] . Como isto vale para todo r £ (0,r o ) concluímos que A(z,r 0 ) C V, 
provando que V é aberto. ■ 

Durante o decorrer deste texto a função logaritmo será muito utilizada e sabemos 
que no plano complexo esta função é multi- valente. Para evitar ambiguidades durante as 
demonstrações algumas definições e notações são necessárias. 

Definição 1.2. (Logaritmo principal) Para todo z £ C não nulo definimos o logaritmo 
principal de z por 

Log z = ln |z| + iArg z, 
em que Arg z representa a função argumento principal. 

A notação Log z será exclusiva no texto para o ramo principal do logaritmo. Assim 
como a notação Arg z indicará sempre o argumento de z pertencente ao intervalo (—7r, 7r]. 
Vale observar também que Log z representa uma função analítica em C/(—oo, 0]. 

Definição 1.3. Seja f : A —y C uma função analítica. Se existir uma função g : A —y 
C analítica tal que f = e 9 em A, então diremos que g é um logaritmo analítico de f neste 
conjunto e denotaremos g = log/. 

Uma função analítica / : A — y C pode possuir muitos logaritmos definidos em seu 
domínio (ou nenhum!). Sempre utilizaremos a notação log/ para qualquer um deles. 
Entretanto, em cada contexto será definido com exatidão, caso seja necessário, a qual 
destes logaritmos nos referimos. O próximo teorema garantirá a existência de log / sob 
algumas condições. 
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Teorema 1.3. Seja f uma função analítica que não se anula numa região simplesmente 
conexa D. Então f possui um logaritmo analítico g em D. Além disto, qualquer outro 
logaritmo analítico de f em D deve ser da forma g + 2kni para algum inteiro k. 

Prova. É fácil constatar que se existir um logaritmo analítico g de f em D então ln |/| = 
Re g é harmônica neste conjunto pelo Teorema l.l(i). Portanto, também pelo Teorema 
l.l(ii), qualquer outro logaritmo analítico de / deve ser da forma g + C. Logo, e 9 = e 9+c 
em D, ou seja, e c = 1. Assim, existe um inteiro k tal que C = 2kni. 

Afirmamos que localmente ln|/| é a parte real de uma função analítica. Pois dado 
z 0 £ D existem duas possibilidades: f(z 0 ) (—oo,0) e f(z 0 ) £ (—oo,0). 

No primeiro caso basta observar que segue da continuidade de / e da hipótese que 
esta função não se anula em D que existe 8 > 0 tal que f{A(z 0 ,8)} C C/(—oo, 0]. Para 
z € A(zo, 

ln|/(*)( = Re i L°g /(*)} 

e Log f(z) é analítica por ser a composição de duas funções analíticas. No segundo caso 
segue da continuidade de / e da hipótese que esta função não se anula em D que existe 
5 > 0 tal que /{A(z 0 , 5)} C Re(z) < 0. Para z £ A(z 0 , á), 

ln |/(z)| = Re{ ln \f(z)\ + iaig/fc)} 

com arg z £ [0, 2n). A função log z = ln \f(z) \ -Harg z é analítica em C/[0, oo) e log/ (z) 
é analítica por ser a composição de duas funções analíticas. 

A função u = ln |/| ser localmente a parte real de uma função analítica implica, pelo 
Teorema l.l(i), que u é harmônica em D. Pela segunda parte deste mesmo teorema existe 
uma função g analítica em D tal que u = Re g. Então 

|/(z)e“ ff bO| — gM/(z)|—Re 9{z) — gln|/(*)|-ln|/(a)| _ l 

em D. Pelo princípio do módulo máximo para funções analíticas (Teorema A.3) fe~ 9 é 
uma constante C evidentemente não nula. Podemos supor sem perda de generalidade que 
(7=1 (basta adicionar uma constante adequada a g) e finalmente obtemos f = e 9 . m 

Dada uma função analítica f(z), a função f'(z)/f(z) é conhecida como derivada loga¬ 
rítmica de f(z) e será denotada por d\ os f(z). Neste texto estudaremos a derivada logarít¬ 
mica da função zeta de Riemann e esta desempenhará um papel importante no estudo da 
função 7 r(x). Existem muitos teoremas relacionados à derivada logarítmica. Para nossos 
propósitos necessitaremos apenas de 
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Teorema 1.4. Seja {f n ( z )} uma sequência de funções analíticas num conjunto aberto e 
limitado A tal que 

£|/n(2)| 

converge uniformemente em A, então 

F(z) = f[{l + Uz)} 

representa uma função analítica em A e, além disto, para todo z & A, com F(z) ^ 0, 

F '( Z ) = ST' fn( Z ) 

F(z) 2^1 + f n {zY 

Prova. Se a série \fn(z)\ converge uniformemente em A então a função para a qual 

esta série converge é limitada em A (lembre-se que este conjunto é compacto). Seja M 
uma cota superior para a série então 

{1 + IAMI} ... {1 + |/„M|} < < e M . 


Com a notação 

nW-nn + IAMI} 

k= 1 

podemos escrever 

P n (z) - P n -i(z) = {1 + \h(z)\} . . . {1 + |/„-l(*)|}|/n(*)| < e M \f n (z)\. 
Logo, Y^=Á F n{z) — Pn-i(z)} é uniformemente convergente em A. Com a notação 

Pn( z ) = fia + fk{z)}, 
k=1 

segue que 


\Pn{z)-Pn-l{z)\ = |{1 + A(Z)} . . . {1 + f n ^(z)}f n (z)\ < P n (z) - P n - X (z). 


Portanto, Y^LiÍPn(z) — p n -i(z)} é uniformemente convergente em A e 


F(z) = L[{1 + /„(*)} = ~ Pn-l(z)}. 


A convergência uniforme desta série juntamente com o Teorema A. 14 prova que F{z) é 
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analítica em A e que suas derivadas podem ser calculadas termo a termo, ou seja, 


F \ Z ) = ^{Pn{ Z ) -Pn-l(z)} = ^Pn( Z )- 

n= 1 

Por último, para todo z e A, com F(z ) ^ 0, 

LM =lim áA = um = jt 


F(z) 


°Pn{z) 


IILií 1 + fk( z )} 


1 + fk{z) 


Teorema 1.5. (Teorema de Jensen) Seja f(z) uma função analítica num aberto que 
contem o disco A(0, R). Suponhamos que f(z) não possua zeros na borda de A(0, R) 
e que no interior deste disco os zeros sejam z\, z 2 ,..., z n (onde um zero de ordem k é 
incluído k vezes na lista). Suponhamos, finalmente, que /(O) ^ 0. Então, 

p p p I 1 r2ir 

lu /(O) ..— = -z- / ln \f{Re l6 )\d0. 

Zl Z2 Z n | Z7T ,/ 0 


Prova. Primeiramente, seja F(z) uma função analítica sem zeros num aberto simplesmente 
conexo contendo A(0, R). Esta função terá um logaritmo analítico log F neste aberto pelo 
Teorema 1.3 e, pela fórmula integral de Cauchy, 

1OgF(0) = éiI í J^T âd ’ =2í jf 

Considerando a parte real de ambos os membros desta equação obtemos 


ln|F(0)| 


, 

2tt J o 


ln | F(Re id )\d0. 


Considerando agora qualquer função f(z) satisfazendo às condições do teorema podemos 
definir a função 


n*) = m 


R 2 — 1 


R 2 - z 2 ; 


R(z - zi) R(z - z 2 ) ’ 


R 2 - 

■R(z 


Esta função não se anula em A(0, R). Logo, F(z) será analítica num aberto simplesmente 
conexo contendo A(0, R) (na verdade existe e > 0 suficientemente pequeno tal que a 
função é analítica em A(0, R, + e)) e não se anulará neste aberto. Portanto, 




\n\F(Re ie )\d0, 
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ou seja, 


ln 



J_ f 2 ™ 
2?r Jo 


/(«e") n 


R - Zié e 
Ré e - Zi 


de 


1 çl-K i r2w ( n 

2x J 0 ‘H/(^)| dí + -l jgln 

1 í 2n 

2 nl 


R - Zié 6 11 
Ré 6 -Zilj 


de 


já que 


Logo, 


Re ie - Zj 


Re id - z 


| Re iS — Zj | 

1 1^ - 1 


|/(0)-f-f. 

^1 ^2 Z n \ 2n J 0 


Os Teoremas 1.1 e 1.2 estão demonstrados exatamente da mesma maneira como a feita 
aqui em [17] e [9], respectivamente. As demonstrações dos Teoremas 1.3 e 1.4 são o que 
resultou do acréscimo de alguns detalhes às apresentadas em [17] e [13]. A demonstração 
do Teorema de Jensen que expomos se encontra em [8]. 


1.2 Números e Polinómios de Bernoulli 


Os números e polinómios de Bernoulli foram usados com sucesso por Jacob Bernoulli 
na sua obra Ars Conjectandi publicada em 1713. Nesta obra Bernoulli mostrou a conexão 
entre estes números e polinómios e um importante problema da Teoria dos Números. Os 
números e polinómios de Bernoulli possuem muitas aplicações na matemática, surgindo 
em contextos inesperados como, por exemplo, na teoria dos primos regulares de Kummer. 
Uma forma de defini-los consiste em utilizar a função 


/(*) = 


ze 


tz 


e z — 1’ 


que é analítica em A(0, 27r) para qualquer numero real t e, desta forma, pode ser expandida 
em série de Taylor neste disco. A propriedade da unicidade dos coeficientes numa tal 
expansão pode ser usada na definição dos números e polinómios de Bernoulli. 


Definição 1.4. (i) Para qualquer número realt definimos as funções B n {t) pela igualdade 



z G A(0,2tt). 
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As funções B n (t ) são chamadas de polinómios de Bernoulli. 

(ii) Os números B n ( 0) são chamados números de Bernoulli e denotados por B n . 


A proposição subsequente contem várias das propriedades básicas destes números e 
polinómios que serão úteis neste trabalho. 

Teorema 1.6. (Propriedades básicas dos números e polinómios de Bernoulli) 

(i) As funções B n (t) são polinómios em t dadas por 

= ( L3 > 

(ii) Os polinómios B n (t) satisfazem a equação de diferença 

B n (t + 1) - B n (f) = nt n ~\ n> 1, (1.4) 


e a equação diferencial 

K+Ãt) = («■+ l)B n (t)-, (1.5) 

(Ui) Os números de Bernoulli B n satisfazem a equação de recorrência 



(1.6) 

fe=0 ' ' 


B2k+i = 0, k > 1. 

(1.7) 


Prova, (i) No disco A(0, 2n) temos 



Como as séries envolvidas nesta igualdade são absolutamente convergentes no disco con¬ 
siderado, podemos utilizar o produto de Cauchy para multiplicá-las. Com isto, 


y- ^n(p z , 1 

èí n ' 


f> n (í)/\ 


em que 


Cn(í) = 

k =0 


B k t n ~ k 
kl (n — k)\ 


Igualando os coeficientes de z 11 encontramos 
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(ii) Por meio da identidade 



obtemos 


\ B n (t + 1 ) — B n (t) n \ t n 
E-' n\ * n! 


Novamente igualando os coeficientes de obtemos 


B n (t + 1) — B n (t) = nt n 1 , n> 1. 


Para provarmos a equação diferencial usaremos o resultado obtido em (i): 

w)=E( n r) B ‘ i ” +i_ ‘- 

k=0 V ' 

Derivando em relação a t obtemos 

K +Í (t) = Ê + 1 - = ("+ !) Ê = (n + 1 

provando o resultado. 

(iii) Substituindo t = 0 em (1.4) obtemos 


B n (l) = B n (0) = B n , n> 2. 


( 1 . 8 ) 


Por último, substituindo t = 1 em (1.3) e usando (1.5) encontramos 



n> 2. 


Para provarmos que os números de Bernoulli de ordem ímpar maiores do que 1 são nulos 
necessitaremos conhecer os valores de B 0 e Bi. A partir da definição e (1.3) obtemos 
Bq = 1 e, através da fórmula (1.6), Bi = —1/2. Assim, 


z 1 v—\ B n , 

-7 A — 1 4 / — tZ‘ 

e z — 1 2 ^ n\ 


O membro esquerdo dessa igualdade é uma função par. Portanto, o lado direito também 
é uma função par. Logo, todos os coeficientes de potências ímpares de z se anularão, ou 
seja, 

Bzk+i — 0 , k > 1 , 


concluindo a demonstração do teorema. 
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Por meio das fórmulas (1.6) e (1.3) podemos calcular os números e polinómios de 
Bernoulli que serão utilizados futuramente. São eles: 


B 0 = 1, 

B x 

=4 

1 

“ 6’ 

R 1 R 1 

4 30’ 6 42 

(1.9) 

B x (f) = t - 

1 

2’ 

fl 2 (f) = f 2 - 

“ Í+ Í 

, B 3 (t) = t 3 - -t 2 + -t. 

(1.10) 


As funções 

B m (t) = B m (t — [f]), m > 1. 

são conhecidas como funções periódicas de Bernoulli. Como veremos, estas funções pos¬ 
suem uma expansão em séries de Fourier. 

Teorema 1.7. As funções periódicas de Bernoulli verificam 

= a-») 

válida para íeR não inteiro e 

fl( J »- I) (i)=2(-l)‘(2i-l)!^^^, k> 2, (1.12) 

B M (f) = 2(-l)‘-‘(2A : )!f;^l|. k> 1, (1.13) 

válidas para t G I. 

Prova. As funções B m (t) são periódicas de período 1 e possuem variação limitada em 
qualquer intervalo finito. Portanto, podem ser expandidas na forma 

a (m) 

B m (t) - —h ^ {a^ cos 2rmt + sin 27 mt}, (1.14) 

2 n=1 

com ^ 

a (m) _ 2 f B m (t) cos 2wnt dt (1.15) 

Jo 

b(m) _ 2 í B m (t) sin 2nnt dt. (1.16) 

J o 

No caso m = 1, £>i (í) é descontínua nos inteiros sendo válida a expansão (1.14) apenas 
para t real não inteiro. 






1.2 Números e Polinómios de Bernoulli 


25 


Comecemos pelo cálculo de a 

= 2 f = -P— [ B' m+1 (t)dt = -P—{B m+l (l) - B m+I (0)}. 

J o m-\- L j o m- i-i 

Como estamos supondo m > 1, de (1.8) segue que B m+1 {l) — £> m+1 (0) = 0, ou seja, 


«n =0, m > 1. 


No caso em que n > 0 e m > 2, uma integração por partes em (1.15) fornece 


ai m) = 2 \B m (t) 


. sin27rní] 1 


27m 


0 io 


(t) sin27mt dt 


2m 
27 m 


[ B m _i(t) sin27mí dt = — (1-17) 


Com o mesmo procedimento em (1.16) encontramos 

6 (m) _ ™ a (m-l) n > ! m > 2. 
27 rn 

Particularmente temos 


(1.18) 


m / N sin27míl 1 2 f 1 , . 

a" = 2 Bi í --/ sm27mfdf = 0 (1-19) 

n L 2 Tm J 0 27m7 0 ^ ' 


(,<« = -2 ÍB lW C03 2,rnf l + -L dcos 2 7mí dt = --A (1.20) 

n L 27Tfi J 0 27171 y 0 27rn V ' 

Juntando (1.17), (1.18), (1.19) e (1.20) prova-se facilmente por indução que 

of- 1 > = 0, <£*> _ (-1)*-'!^, fc > 1, n > 1 

n ’ n v ' (27m) 2fe - 

e 

bW = 0, b£ k ~V = (-ijfc ^ - 1 ) 1 k > i n > 1. 

n ’ n v ' (27m) 2fe - 1 ’ “ ’ 

Finalmente (1.14) pode ser escrita como 

W)=2(-l)‘(2t-l)!g^, *>!, 

Lembrando que quando m = 1 a expansão não é válida nos inteiros. ■ 

As definições e demonstrações destas propriedades seguiram a abordagem dada na 
referência [1], com exceção do Teorema 1.7 que foi demonstrado seguindo a referência 
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[ 16 ]- 


1.3 Fórmula da Soma de Euler-MacLaurin 

Esta importante fórmula foi provada independentemente por L. Euler e C. MacLaurin 
por volta de 1740 . Foi através dela que os primeiros 15 zeros não-triviais da função zeta 
foram calculados no início do século passado pelo matemático J. P. Gram [8]. 

Teorema 1.8. (Fórmula da soma de Euler-MacLaurin) Se f : [a, oo) —> C, com a 
inteiro não negativo, é uma função infinitamente derivável, então 

E /(")= /Vw*+E(-i) l §{/ ( ‘- 1 ) (í')-/ ( ‘- 1 ) w}+ 

n=a +1 Ja k= 1 

* J B m (t)fW(t)dt ( 1 . 21 ) 

Prova. Seja g : [0, oo) —> C infinitamente derivável. Através de uma integração por 
partes no intervalo [0,1] e do fato que B[(t) = 1 encontramos 

í g(t)dt=[B l {t)g(t)]l- f B % (t)g (t)dt. 

J o J o 

Aplicando sucessivas integrações por partes e usando (1.5) obtemos 

[ íW*=E (-P -1 *+ (- 1 )” /' 

e levando em consideração que, para m > 2, B m (Q) = B rn (l) = B m e que Bfit) =t—\ 
temos 

9 ( 1 ) = f\(t)dt + £ (- 1 )‘A - ^‘-qo)} + (-1)”*- 1 ?ffigM(t)dt. 

Dados uma função / : [a, oo) —> C, a inteiro não negativo, infinitamente derivável, e 
um número natural n > a, podemos definir a função g : [0, oo) —> C, infinitamente 
derivável em [0, oo), como sendo g(t) = f(n — 1 +1). Aplicando fórmula acima à função 
g encontramos 

f(n) = jí l /(n - 1 + t)dt + Ê (-l)‘fr {/“-«(n) - - 1)} 

-K(— 11 T ' - 1 f — 1 + t)dt. 

J o rn\ 
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Fazendo n variar de a + 1 a b, com b > a inteiro, temos 

E/w= E /’ 1 /(n-i+í)*+Ê(-i)‘§ : {/ ( ‘‘ 1 , (í>)-/ < ‘“ 1 > w} 

n=a+1 n=a +1 ^ ^ fe=l 

.-f(-l) m 1 X í "Í ^ f( m \n - l + t)dt. 

n=a +1 - 70 m ' 

Observemos que 

XI / /0-l”H)^= X [ f( x )dx = í f(x)dx 

n=a +1 n=a+l "' n_1 ^ a 

e 

b rí b rn 

X / — 1 + t)dt = X / — (íi — Í)}/^(»)da? 

n=a+l ^ 0 n=o+l ^n-í 

r b 

= / -B m (x — [x])f^ m \x)dx. 

Finalmente obtemos 

E /(»>■= / 6 /(í)dí+Ê(-i) fc |f{/ <k - 1 , w-/ ( ‘- ,> w} 

n=o+l fc=l 

+ (zl)E f 

ml J a 

■ 

Esta demonstração está em [16]. Uma observação importante é que a fórmula da 
soma de Euler-MacLaurin pode ser aplicada a uma função / : [a, oo) — > R, infinitamente 
derivável, sem nenhuma modificação. A demonstração dada em [16] é feita para este caso 
particular. 


1.4 Função Gama 

A função gamma é a resposta ao problema de generalizar a função fatorial ao plano 
complexo e é de grande importância em muitos domínios da Matemática, seja de natureza 
prática ou teórica. Foi introduzida na Matemática numa série de correspondências entre 
os matemáticos D. Bernoulli, L Euler e C. Goldbach, por volta de 1730 [5]. 
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Definição 1.5. (Função Gama) A função gama, denotada por T, é definida por 


r(s) — í e H s 1 dt, Re{s) > 0. 

J o 


( 1 . 22 ) 


No restante deste texto substituiremos a notação z que denotava a variável complexa 
por s. Este procedimento visa manter a tradição em utilizar a segunda notação nos estudos 
envolvendo a função gama e a função zeta de Riemann. 


A integral imprópria 


é uniformemente convergente em qualquer disco fechado A contido em Re(s) > 0. Para 
provarmos isto dividiremos a integral em duas: 


í e H s 1 dt=íe H s 1 dt+ í e H s l d 

J o J o J 1 


Cada uma destas integrais é uniformemente convergente em A, pois no intervalo 0 < t < 1 


fe~y -1 | < < t a ~ l , 


em que 0 < a = min Re(s) em A, e a integral desta última função é convergente e 
independe de s. Quanto à segunda integral, comecemos por observar que existe uma 
constante absoluta C tal que a função e _í í s_1 satisfaz, para t > 1, 


|e t t s 


e ~t^Re(s )+1 

t 2 


< 


e~H b+1 C 

~ 


em que b = maxi?e(s) em A, com a integral desta última função também sendo conver¬ 
gente e independente de s. Assim, pelo Teorema A. 15, a função T representa uma função 
analítica no disco A. Logo, representa uma função analítica no semiplano Re(s) > 0, 
pois para cada ponto deste aberto existe um disco aberto A tal que A está contido em 
Re(s) > 0. 


Teorema 1.9. A função 



é meromorfa em C com polos simples nos inteiros negativos. 


A notação s! para esta função faz todo sentido já que substituindo os valores s = 
0,1,... ,n encontramos s! = 1,1 ,... ,n\, ou seja, s! resolve o problema de encontrar uma 
função F(s) analítica num aberto contendo o eixo real positivo e tal que F(n) = n\. 
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Prova. Para qualquer R > 0 dado sejam M = 2max{l, R} e 



considerando, como a notação indica, o ramo principal da função logaritmo. Para todo 
s G A(0, R) e n > M, ||| < 1 e |L| < 1. Logo, podemos usar a expansão em série de 
Taylor da função f(z) = Log(l + z), em torno do ponto z = 0, com as funções Log (l + 
e Log (l + ^). Denotando (sLog (l + L) — Log (l + ^)} por f n (s) temos 



Prova-se facilmente que 



e, com isto, que 

. , , N . RM ^ 1 1 RM 

|/n(s)| < ; 2 ir-rfT 

k =2 

Provamos então que Yh n >M fÁ s ) converge uniformemente em A(0, R). Como cada uma 
das funções f n (s) é analítica no interior de A(0, R), segue que h(s) = Yh n >M fn(s) também 
é analítica no interior deste disco pelo Teorema A. 14. 

Seja agora s G C/Z - qualquer. Escolhendo R tal que |s| < R e definindo h(s) 
como anteriormente podemos garantir a existência de r > 0 tal que A(s, r) C A(0, /?,) e 
A(s, r) n Z - = 0. Em A(s, r) temos 



(1.24) 


Da analiticidade de h(s) em A(0, R) e da analiticidade das funções que aparecem no 
produto em A(s,r) segue que s! é analítica em A(s,r). Este procedimento pode ser 
executado em qualquer ponto do aberto C/Z - . Logo, s! é analítica neste conjunto. 
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Por último, seja meZ . Em A*(m, 1/2) é válido 


A função 


s! = 





não se anula em A*(m, 1/2). Portanto, pelo Teorema A.10, m é um polo simples de s\. 
Pela parte (iii) da Definição A.3, s! é uma função meromorfa em C. ■ 


Teorema 1.10. A função T possui uma extensão meromorfa em C e, além disto, 


P00 = 



Prova. Consideremos inicialmente apenas valores s > 1 reais. Integrando por partes n 
vezes encontramos 



e com a mudança de variável t = nx na integral 



Introduzindo a notação 

r " w= íH) v ‘ dí ' 

basta provarmos que lim^ooT n (s) = T(s), para todo s > 1 real. Da observação que 
para qualquer real não negativo a a sequência de funções f n (t) = (l — /)” converge 
uniformemente para e -í em [0, a] e quando t é fixo esta representa uma sequência crescente 
de n , para n > a, segue que 




t y +1 
71+1/ 


t s 1 dt 


e H s 1 dt < r(s), 
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dt, n> a. 


r„(«) < r(s). 

Como isto é válido para todo n natural 

lim T n (s) < r(s). 

Por outro lado, para todo a > 0, 

Assim, 

lim r n (s) > / e~H s ~ l dt, 
n ^°° J o 

pela convergência uniforme. Como isto é válido para todo real a > 0, temos 

lim r n ( s ) > r(s). 

Logo, lim^oo r n (s) = r(s). Portanto, 

k =1 x 7 

para s > 1 real. Como ambas as funções são analíticas no semiplano Re(s) > 0 segue, 
pelo princípio de extensão analítica (Teorema A.6), que esta igualdade também é válida 
neste conjunto. E, pelo Teorema 1.9, 

1 r k í k + 1 \ 

é uma extensão meromorfa da função T em C com polos simples no zero e em cada um 
dos inteiros negativos. ■ 


Teorema 1.11. A função gama T não possui zeros em C. 


Prova. Seja s e C/Z não nulo qualquer. De forma análoga à feita na demonstração do 
Teorema 1.9 podemos garantir a existência de r > 0 e M > 0 tal que 




com h(s) analítica em A(s, r). Portanto, a função P não possui zeros neste disco. Como 
s foi escolhido de forma arbitrária o teorema está provado. ■ 
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Teorema 1.12. A função gama satisfaz: 

(i) (Equação Funcional Fundamental) 

F(s + l) = aF(a), (1.25) 

válida para todo s que não seja um polo de T; 

(ii) (Fórmula de Reflexão de Euler) 

r(s)r(l - a) = (1.26) 

SH17TS 

válida para todo s complexo não inteiro. 


Prova, (i) Se s não é um polo de T então s + 1 também não o é e, pelo Teorema 1.10, 

r(a + l) 1 i r k + s fc + 1 1 ■«—r k + s k - 1- 1 

ar(a) *+lMHs + l k s + 1 j^\^ + s + l k 


- = 1, 


que prova (1.25). 

(ii) Seja s um número complexo não inteiro, pelo Teorema 1.10 podemos escrever 


. . . 1 -r“r n n 1 i—r 

r (s)(-s)r(-a) = - II fTATo ffZTZ = ~ II “ 




7r 

sin 7 rs ’ 


Observe que na última igualdade foi utilizada a expansão em produto infinito da função 
inteira sin z/z dada por 


sin 2 
z 


-n 



Fazendo uso da equação funcional fundamental, com — s no lugar de s, obtemos r(l — s) = 
—sT(—s). Logo, 


r(«)r(i -s) = 


7T 

sin 7 TS' 


Estas equações funcionais serão usadas principalmente na prova da equação funcional 
de Riemann na Seção 2.1. Nesta demonstração também utilizaremos a seguinte pro¬ 
priedade da função gama. 
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Teorema 1.13. Para 0 < Re(s) < 1 é válido 

7T f°° _. 

r(s)cos—s= / y s ~ cosy dy, (1-27) 

2 J o 

r (s) sin = V^sinydy. (1.28) 

A equação (1.28) também é válida para —1 < Re(s ) < 0. 

Prova. Escolhendo os números reais 0 < e < r e integrando z s ~ 1 e~ z (em relação à variável 
z) ao longo do caminho 7 orientado no sentido anti-horário formado pelos segmentos de 
reta [e, r], [r, r + ir], [r + ir, ir] e [ir, ie\ e o menor arco da circunferência \z\ = e que liga 
os pontos ie e e, obtemos, pelo Teorema de Cauchy, 



— /1 Ar 1 2 — l.i — Ia ~ I 5 
= 0. 


Para s em 0 < Re(s) < 1, 


I/2 + /3I 


= í ( r-\-iy) a 1+ü e r lt i dy — í ( x + ir)” 1+lt e x ir dx\ 

\Jo J 0 

< e ~ r J (r 2 + y 2 )^ -1 ^ 2 dy + e^ 2 ^ J (x 2 + r^^^^e^dx 

< e _r e^ 4 ^ í lrr ÍT_1 + e^ 7r/ ' 2 ^ í lr ÍT_1 ( 1 — e~ r ) 

< re ^ e W4)W r ^l + e (*/2}|V-l, 


lim I 2 + h = 0 . 


Além disto, 


| < f e <T “ 1 e _eí e _e cos0 ed6 < f e CT e ( 7 r/ 2 )|í| d 0 < -e (7r/2)l V 
J 7r/2 J tt/2 2 


e, assim, lim e _> 0 h = 0. Portanto, 


lim li + / 4 = 0 , 


í x s x e X dx — ie^ n ^ s ^ í y s x e w dy 

J 0 J 0 
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e, consequentemente, 

e _ms / 2 r(s) = í y s ~ l é~ ty dy. (1-29) 

J o 

Com um procedimento totalmente análogo com o caminho 7 orientado no sentido 
horário formado pelos segmentos de reta [e,r], [r,r — ir], [r — ir,—ir] e [—ir, —ie] e o 
menor arco da circunferência \z\ = e que liga os pontos — ie e e obtemos, também pelo 
Teorema de Cauchy, 

e W 2 r ( s ) = í y s ~ 1 é v dy. (1.30) 

J 0 

Finalmente somando (1.29) a (1.30) e subtraindo (1.29) de (1.30) encontramos 


r(s) cos 


í'T 


1 /* 1 cos y dy 


r(s)sin|s = ^ y sí siuydy, 
válidas na faixa 0 < Re(s) < 1. 


Falta apenas a prova que (1.28) é válida na faixa — 1 < Re(s) < 0. Quando Re(s) < 1 
obtemos, através de uma integração por partes, 


, 1 . , [1 — cos 2 / 1 00 , 

V sin y dy = + (1 s) 1 

r i -™ y dy 

1 y J 1 J 

1 y 2 ~ s 

= -(1 - cosi) + (1 - s) j 

00 1 — cos y , 

2 s d y- 

y 2 s 


A integral 


f°° 1 - cos y 

Ji y 2 ~ s y 

é uniformemente convergente em qualquer círculo fechado contido no semiplano Re(s) < 1. 
Quando Re(s) > — 1 obtemos, também através de uma integração por partes, 


f 1 «_i * [1—cosnl 1 , . í 1 1 — cos 

= bHo +(1_s) /o ^ 

- hpH*+d-.) /- 

Lí/ Jo -/o 


-dy 


-y s dy 


= (1 - cos 1 ) + (1 - s) í - — y s dy. 

Jo y 


O limite 


lim 

y-> 0 


1-co sy +1 

y 2 


= 0 


foi encontrado levando-se em conta que (1 — cos y)/y 2 é uma função limitada em ( 0 , 1 ], 
em decorrência da expansão em série de Taylor de (1 — cos y) em torno do ponto y = 0. 
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A integral 



é uniformemente convergente em qualquer círculo fechado contido no semiplano Re(s) > 
—1. Logo, pelo Teorema A. 15, 



representa uma função analítica em — 1 < Re(s) < 1. A função T(s)sin|s também é 
analítica nesta faixa. Logo, pela unicidade da extensão analítica (Teorema A.7), 



em —1 < Re(s) < 1. 


Uma observação deve ser feita sobre a escolha da primitiva da função sin y para as 
integrações por partes. Em princípio poderíamos escolher qualquer função na forma C — 
cos y, com C constante. Entretanto, a escolha C = 1 é a única que torna a demonstração 
possível da maneira em que foi feita. 

Os Teoremas 1.9, 1.11 e 1.12 foram demonstrados seguindo a referência [16]. A prova 
que apresentamos ao Teorema 1.10 é uma ligeira modificação nos argumentos da prova 
que se encontra em [11], 

A prova que o Teorema 1.13 é válido em 0 < Re(s) < 1 que apresentamos se encontra 
em [16]. Nesta referência o autor apenas afirma que 



em —1 < Re(s) < 1. Procuramos na literatura uma prova deste fato mais não a encon¬ 
tramos. Então elaboramos a que se encontra acima. 

1.5 Fórmula de Stirling com Erro de Stieltjes 

Nesta seção provaremos dois importantes teoremas relacionados à função T. O primeiro 
deles, Teorema 1.14, é conhecido como fórmula de Stirling em homenagem a James Stir¬ 
ling que o publicou em 1730 sem a fórmula integral para o erro R(s) (veja a demonstração 
do teorema). O segundo, Teorema 1.15, contendo uma fórmula integral juntamente com 
uma estimativa para R(s ) foi publicado pela primeira vez por T. J. Stieltjes em 1889 [8]. 
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Teorema 1.14. A função 


7 - riMi 

J 0 s + x 


C = 1 + J™ B ^dx, 

é um logaritmo analítico da função T(s + 1) em C/(—oo, 0]. 

Prova. Seja s E (0, oo). Fazendo uso da equação funcional (1.25) e do Teorema 1.10 temos 

f n + 1V 


r ( s +1) = sr ( s) = fj (- 


Como cada fator do produto é positivo, podemos aplicar a função ln a ambos os lados 
obtendo 

n (n+1 \ 


lnT(s + 1) = ln 


Um { rr 

N—too 1 1 


n + s \ n 


ou seja, 

{ N N 'j 

sln(7V+ 1) + ^logn — ^ln(n + s) > . (1.31) 

Podemos calcular estas somas usando a fórmula de Euler-MacLaurin com as funções ln(x+ 
s) ehi eas escolhas m = l, a = leò = iV. Assim, 

lnr(s + l) = ^lim j^sln(if + J lnx dx + ^ ln N + — ^-dx 

Í N 1 f N 7?i (r) 1 

— J ln(s + x) dx — -{ln(AT + s) + ln(s + 1 )} — J —. 

As integrais convergem, quando N —>• oo, pelo critério da série alternada. Portanto, 

ln P(s + 1 ) = (s + 0 ln(s + 1 ) fTfPçdx 

+ \im |s ln(7V + 1) + (n + 0 ln N - + N + ^ ln(s + N) j 

= ( S + C) ln(3 + 1) + / 7TV* 

+ { sln JTTs ~ (* + 5) ln (‘ + w] } 

+ j)in ( 3 + i)gf T^ d *~ s - 
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Na última igualdade usamos o limite 

lim ( IV - M ln (l - * ) - 6*. 

N—too \ 2 ) V N) 

Para uma demonstração deste fato consideremos a função 
/W = { L <*(»+*>/*. **> 

que é analítica no interior do disco unitário centrado na origem, já que 


Disto segue que 


e, portanto, 


/W= 1 -i+3-.-, 1*1 <1. 


lim L ° s(1+z) = l 


fen (Wjln(l + i-U Hm ( s +-Í-)+i±í+ s . 
N->oo\ 2) V NJ N—toa V 2 NJ (i) 

Voltando a lnT(s + 1) temos 

lnr(s + l) = (s+ 0 ln(s + l ) + ^° ^^-dx - J^° - 

A diferença da expressão do lado direito para a expressão 


/ iV 1 f°° Bi(x) f°° Bx\ 

(s + - lns — s + l+ / - -dx — / — 

V 2 ) j 1 * io si 




' 1> 
, s+ ú 

)H 

V) 

1-1 + 

t 

S + X 

' 1> 
, s+ ú 

)H 

('s+lN 

1-1 + 

r 

X ~ 1/2 dx 

V « ) 

L 

s + x 

' 1> 
, s+ ú 

)H 

^s + l\ 

1-1 + 

r 

s + x — s - 

Cr) 

L 

s + x 

' 1> 
, s+ ú 

)H 

O 

1-1 + 

c 

dx — + ; 


ln r(s + 1)= [s + -Jlns — s + C 


.TE 

h 


(x) 


dx, 


(1.32) 


Assim, 
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com C sendo a constante 


Provamos que 



B i(s) 

x 


dx. 


r(s + l) = e° w , 


(1.33) 


com _ 

G(s) = í s #4-^ ln s — s + C — f ^ l ( x \ dx, (1-34) 

\ 2 J J 0 s + x 

quando s > 0 real. A função 

(s + ^Lags-s+C-J^^A 

coincide com a função G(s) quando s é real maior do que zero e provaremos que representa 
uma função analítica de s em C/(—oo,0]. A integral converge para qualquer valor de s 
neste conjunto (basta escrever s = a + it e separar esta integral em parte real e imaginária 
e aplicar na parte real o critério da série alternada) e, além disto, 


r?M d 

J o s + x 



Bi(x) ^ B 2 (x) — B 2 

s + x X ^ 2(s + x) 



B 2 (x) - B 2 
2 (s + x) 2 


dx. 


Usamos o fato que {B 2 (x) — B 2 }/2 é uma primitiva de B i(x) nos intervalos [n — 1 ,n), isto 
está demonstrado no Teorema 1.6(ii). Por definição dos números de Bernoulli, {B 2 (n) — 


B 2 }/2 — 0. Logo, 


r?M dx= r 

J 0 s + x J 0 


B 2 (x) - B 2 


dx , 


2(s + x) 2 

que converge uniformemente quando s varia em qualquer disco fechado contido em 
C/(—oo, 0] e pelo Teorema A. 15 é analítica no interior deste conjunto. Como o disco 
foi escolhido de forma arbitrária segue que a integral é analítica em C/(—oo, 0]. Portanto, 
r(s + 1) e G(s) são analíticas no aberto C/(—oo,0], segue então pelo Teorema A.6 que 
(1.33) também é válida neste aberto, ou seja, 


logr(s + 1 ) = 



Log s — s + C + R(s), 


*00 


-í 




em C/(—oo, 0], com 
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Teorema 1.15. O erro R(s) na aproximação 


lo g r(s + 1) 

é tal que para todo s não nulo em Re(s) > 0 

\R(s)\ < (6|s|) _1 


s + - J Log s — s + C 


Prova. Sabemos, pela demonstração anterior, que 

3 B 2 -B 2 {x). 


r{s) = ~L TEl dx = l % + $ ) ix ’ aeC /(-°°’ 0 ]- 

Para qualquer s fixo em C/(—oo, 0] a função 

/( x ) = t±M j x > 0, 

J |s|+z’ - ’ 

possui um valor mínimo em x = |s|. E escrevendo s = re l ° este valor mínimo será cos(0/2). 
Para provar este resultado basta estudar a variação de sinal da função f'(x). Portanto, 


\R(s 


i *r 


-B 2 {x)\ 


2|s + x| 2 


dx = 


3 (|s| + x ) 2 \B 2 - B 2 {x) 
|s + x| 2 2(|s|+a;) 2 


dx. 


A função B 2 — B 2 {x) é periódica de período leem [0,1) coincide com x — x 2 , que é positiva 
neste intervalo. Logo, B 2 — B 2 (x) é positiva em [0, oo). Destas duas últimas observações 
segue que 


\R(s)\ < 


W2) l 

i r b 2 i r 

W2) 7o (M+z) 2 * cos 2 (0/2) J 0 


B 2 - B 2 (x) 

2(l s l + x ) 2 


õ 2 {x) 


2cos 2 (0/2) J 0 (|s| + x) 2 cos 2 (0/2) J 0 2(|s|+x) 2 

O cálculo da primeira destas integrais é trivial. Para o cálculo da segunda integral basta 
usar uma integração por partes com a primitiva B- s (x)/3 de B 2 (x), ou seja, 


3 B ^) . Bz{x) 

2(|s| + x) 2 6(|s|+x) 2 


r 

o 00 


A 

3f(.s| + xy 


~ 6 W + l 

-i: 


BM 


3(|s| +x) 3 


dx 


B 3 (x) 
f o 3(|s| + a:) 3 


dx. 

















1.5 Fórmula de Sürling com Erro de Stieltjes 


40 


O valor desta última integral é positivo. Basta introduzir a série a n, com 

r /2 b 3 (x) 


a ^L 


!— 1)/2 3(|s| + x) 3 


dx. 


É evidente que esta série é alternada com termos decrescentes em valor absoluto com 
primeiro termo positivo. Portanto, sua soma é positiva. Como 


Ê-í 


Bs(x) 
3(|s| + x ) 3 


dx, 


então a integral é positiva. Desta forma, 
B, 


RMI < ; 


._í_ r ___. 

2cos 2 (6>/2)|s| cos 2 {9/2) J 0 3(|s|+x) 3 2cos 2 (0/2)|s| 

Quando consideramos s não nulo variando no semiplano fí.e(s) > 0 a desigualdade 


Bs(x) 


-dx < - 


B 2 


l*(*)l < 


B 2 


2cos 2 (0/2)|s| 


se transforma em 


l*(*)l < - 


1 B 2 B 2 i \.... ] 

- = Tj =( 6 kl) S 


1 2 (x/2/2) 2 Ml kl 

pois neste conjunto o valor mínimo de cos 2 (0/2) é (-\/2/2) 2 , atingindo quando s está no 
eixo imaginário. ■ 

Teorema 1.16. Para s suficientemente grande no semiplano Re(s) > 0 


i r^ + i) 

I r(s +1) 


- Log s < /*-. 

I kl 


Prova. Derivando a fórmula de Stirling encontramos 


r'k + i) 
r k + i) ' 

lr/k + i) _ 

I r k + i) 


; s + — + R'(s), s G C/(-oo,0], 


Log s < —-T + |-R'(s)|, s G C/(—oo, 0]. 


para s suficientemente grande no semiplano Re(s) > 0. Portanto, 

| r 'k + i) 


I r k + i) 


- Log s < 
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nas condições do teorema. 


As demonstrações que apresentamos aos Teoremas 1.14 e 1.15 são casos particulares de 
demonstrações mais gerais encontradas em [8]. A demonstração do Teorema 1.16 também 
se encontra em [8]. 

1.6 Lemas 

Esta seção será dedicada às provas de alguns lemas empregados nas demonstrações do 
Teorema dos Números Primos que apresentaremos. O único motivo destes lemas terem 
sido agrupados nesta seção foi evitar que as demonstrações no Capítulo 4 ficassem muito 
longas e perdessem a transparência. 

Lema 1.1. Sea>0ey>0 então 



para 0 < y < 1, 


1/2 para y = 1, 
1 para 1 < y. 


Prova. Analisemos primeiramente o caso 0 < y < 1. Como a > 0, a função y s /s é 
analítica num aberto contendo o retângulo {a < Re(s ) < r, —h < Im(s ) < h}, em que 
r > a. Pelo Teorema de Cauchy, a integral desta função na borda deste retângulo é zero, 
ou seja, 



Das desigualdades 



e 


1 

27 tí 





i-ih s I nJa h n h\kiy\ 


r£*, = i!£f]Ç! 


decorre 



Fazendo r —> oo obtemos 



a > 0, 0 < y < 1, 


(1.35) 






1.6 Lemas 


42 


que em particular mostra que 

i r a+i °° y s 

/ —ds = 0, a > 0, 0 < y < 1. 

2m i a _ ioo s 

Quando y = 1 basta observarmos que 

1 f a+io ° y s , , 1 r h 1 , 

- / — ds = lim — / - dt 

2ni J a _ ioo s h-+ao 2n J_ h a + it 

te, { 2n J_ h “ F í_ h F+f 2 ^} 

1 1 1 

= lim — / - -du = — lim arctan(/i/a) 

ft-ioo 27T J_ h/a 1 + U 2 7T ft->oo 

1 

2 ' 

Finalmente analisemos o caso y > 1. A função y s é analítica em C. Portanto, a integral 
desta função ao longo da borda do retângulo {—r < Re(s) < a , —h < Im(s ) < h}, em 
que r > 0, é, pela fórmula integral de Cauchy, 

-L r u, + -L r + “ !ü* + j_ r r - ,h «t ds+ jl r ih ^=i, 

2ttz J a _ ih s 2m ./o+ifc s 2 ttz s 2 ttz a 

ou seja, 


— f —ds-l\<—[ ^-da + ——2h+—[ V —da < V V - - — 
!7tz Ja-ih s I 2 tt ,/_ r h 27r r 27 í J_ r h nh ln y nr 

o, 

1 / ,a+a I u a 

— / —ds-l<—^—, a > 0, y > 1. 

2ni J a —ih s | nhlny 

1 /■ a+í0 ° 

/ — ds = 1, a > 0, y > 1. 

Z7TZ J a _ ioo S 


| 27TZ 

Assim, quando r —> oo. 

Particularmente, 


(1.36) 


Lema 1.2. 5ea>0 e y > 0, então para qualquer inteiro k > 1 e válido 

1 r a + lo ° ys d í 0, para 0 < y < 1, 

2ttí Ja-ioa s ( s + 1) • • • ( s + k) | (1 — 1 /y) k /k\, para 1 <y. 
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Prova. Provaremos por indução em k. Para k = 1 


T ds 


i f a+lo ° y s 

^ 27 TiJ a _ ioo a(a+l)“ 

r +io ° if ds _ í a+io ° y s dc 

27 li Ja-ioo s 27 TÍ / a _ íoo S + 1 

= ^ r^v-ts) 

2ttz 7 q _ íoo a y \2m J a+1 _ ioo s ) 




Pelo lema anterior segue que 

1 f a+io ° y í 

™ = 2 si 


s(s + 1) 


0, 


para 0 < y < 1, 


Observemos que 

(fc + l)4+i4) = 


(1 - l/y), para 1 < y. 

(k+l)y s 


s(s + 1) . . 

• 4 + ^ + 1) 

yS 

d- 

s(s + 1) . . 

.(s + k) 


y s 

3 4 + 1).. 

..(s + k + l)' 

yS 

- —ds 


ds 


2 /*a+icx 

2ttí J a _ ioo 

■y ra+ioc 

27TÍ Ja_ loo 

1 r + 

27TÍ J a _ ü 

^ ra+im 

2tt7 J a _ ioo 

_i íj_ r +1+ío ° y s d 

2/ 127TÍ ia+i-ioo a(a + 1)... (a + fc) 
(1 - l/y) 4(?/). 


Supondo agora que o resultado seja válido para algum natural k > 1, então 
0, para 0 < y < 1, 


4+i 4) = 


(1-1/y) + /(& + !)!, para 1 < y. 


Lema 1.3. (Estimativa de Von Mongold) Para a>0, x>led>c>0 
estimativa 


i r +íd ,1 „ x° 

,- / -ds < C-. -rr:-, 

1 2m J a+ic s \ [a + c) ln x 

sendo C uma constante absoluta. 


é válida a 
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Prova. Através de uma integração por partes obtemos 


ds = f •+ / —ds 

s s ln x J s 2 ln x 


e disto decorre 

I ra+id 


| (a + id ) ln x 


x a+ic I x a I rd 

| (a + ic) ln x | ln 2 ; | J c 


(a + it) 2 


Como \a + id\ > \a + ic\ > (a + c)/ a/ 2 (desigualdade de Cauchy-Schwartz) segue então 
que 


x a+id I I x a+ic I < 2y/2x a 

| (a + id) ln x \ \ (a + ic) ln x \ ~ (a + c) ln x 


Por outro lado, 


| [ d x ü 
| Jc (a + it) 


- J c a? + t‘ - J, a- + P 

í°° dt í°° dt 

Jo a 2 + (c + t ) 2 J 0 a 2 + c 2 + t 2 

. _;_r_í 

(a 2 + c 2 ) 1 / 2 J 0 1- 


(a 2 + (?yl 2 du 


; 2 + c 2 + {(a 2 + c 2 )V 2 u} 2 
du 
+ u 2 

1 7T < 

(a 2 + c 2 ) 1 / 2 2 — 2(a + c) ’ 


Portanto, 


-—r / — ds < — 


2?ri J a _ 


2y/2x a 


2tt 1 (a + c) lnx 2(i 


\[2mx a 1 1 / ^ 71 ^ 

2(a + c)lnxJ 27T \ / (a + c) ln a: 


O próximo lema é um caso particular do Teorema de Riemann-Lebesgue. Este teorema 
está demonstrado em [18]. 

Lema 1.4. Se f(t ) é contínua e 

j f{t)dt 

é absolutamente convergente então 

lim í e ltx f(t)dt = 0. 

A-*se J _ 00 
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Prova. Dado e > 0 podemos encontrar r suficientemente grande para que 

fl/WI* + f_JÍ(t)\dt<\. 

Agora 

f é tx f{t)dt = i | J T é tx f(t)dt + J T é^/ x)x f{t + 7r/A)dí J 


e ltx {f(t) - f(t + w/X)}dt 


IL 


j tX f(t)dt 


-\s: 

1 rr—n/X i rr—w/X 

+ - / e ÜX f(t + 7r/X)dt+- é^!^ x f(tPn/X)dt 

2 d-r 2 J_ r _ n / X 


- \r: 


e ltx {f(t) - f(t + tt/A )}dt + 


\L 


é a f{t)dt 


+5 f " " /(( + + e üx }dt - l [ " e i,x f(t + n/X)dt 

2 J-r-K/X 2 J- r -n/X 

= e“ x {f(t) - f{t + ir/X)}dt+ ijf e ax f(t)dt 

-\f T ^f(t + */X)dt 


-\s: 


e ÜX {f{t) - f(t + n/X)}dt + 


\L 


é tx f{t)dt 


1 /■-r+ 7 r/A 

j ^ e i{t ~ n/x)x f(t)dt. 

Observemos que no quarto passo foi utilizada a identidade 
e i{t+ir/X)X + e itX = g 


Continuando, 

/ r I 1 /r-ffA 1 1 /—H-ir/A 

r e‘*V(íMí|< T \m-f(t+*/\)\dt+-J' |/(t)|<B+-j^ 1/(01 dí- 

De / ser contínua segue que / é uniformemente contínua e limitada em |í| < r. Assim, 
podemos escolher À grande o suficiente para que as três integrais do último membro se 
tornem menor do que e/3 e, com isto, 

f e iíA /(í)dí| < J r \f(t)\dt+\j T e iíA /(í)dí| + J™ |/(t)| dt < e/2 + e/2 = e, 


provando o Lema 1.4. 
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Lema 1.5. Seja g(t) uma função não-decrescente em [l,oo) tal que 
f x x 2 

J g{t)dt~—, x^oo, 


g(x) ~ x x —>■ oo. 


Prova. Dado qualquer 6 > 0 existe um x 0 (dependendo de S ) tal que, para x > x 0 , 

(l-í)y < J*g(t)dt<(l + 6)Ç (1.37) 

e, consequentemente, para qualquer e > 0 

rxÇí+è) rx( 1+e) rx f f i i F Ú2 „2 

J 9(t)dt = J g(t)dt - J g(t)dt < (1 + 5) W ^ - (1 - S) 3 ^ 

= x 2 { e (l + (1 + 5) + 5}. 

Como g(x) é não-decrescente 


rx( 1+e) 

xe g(x) < / g(t)dt, 


decorrendo das duas últimas desigualdades que 

•a s {(, + £)(, + „!}. 

Por outro lado, de (1.37) segue que para todo x > 2x 0 e qualquer e verificando 0 < e < 1/2 
J' g(t)dt = / g(t)dt - / g(t)dt>( 1 - í)y - (1 + Í)ÚS__!Í1_ 

= l 2 { e ( 1 “I) ( 1 + í )-' 5 }- 

Do fato de g{x) ser não-decrescente segue que 

xe g(x) > / g(t)dt. 

Jx(l-e) 

Assim, 

g(x) > ar|(l- |) (1 + 5) - * j . 
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Portanto, 

(l - I) (1 + S) - * < (l + I) (1 + 6) -^j| x > 2x 0 , o < e < 1/2. 

Fazendo S —>• 0 e escolhendo e = min{l/2, y/S} provamos que 



*->■00 x 


As provas que fornecemos aos Lemas 1.1 e 1.3 podem ser encontradas em [8]. Os 
Lemas 1.4 e 1.5 estão provados exatamente da mesma forma feita nesta seção em [16]. 
Em [16] se encontra uma prova direta do Lema 1.2, ou seja, que não faz uso do Lema 1.1. 
Entretanto, com a finalidade de economizar na extensão do texto, preferimos elaborar a 
prova por indução que foi apresentada. 
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Capítulo 2 


Função Zeta de Riemann 


No ano de 1859, quando Riemann escreveu seu famoso artigo em Teoria Analítica dos 
Números, a função zeta já havia sido estudada por Euler, Dirichlet e Tchebyshev, mas 
apenas para os argumentos reais maiores do que 1. Desde seu surgimento esta função 
se mostrou estar intimamente relacionada com a distribuição dos números primos. Euler 
foi o primeiro a notar tal relação quando forneceu, em 1737, uma demonstração analítica 
do teorema de Euclides sobre a existência de infinitos números primos baseada numa de 
suas propriedades. Generalizando os métodos de Euler, Dirichlet conseguiu demonstrar 
em 1837 seu famoso teorema sobre primos em progressão aritmética e, por volta de 1850, 
o matemático russo Tchebyshev foi capaz de provar, também usando propriedades da 
função zeta, que a conjetura de Legendre na forma (5) (veja a Introdução) não estava 
correta. Mas foi Riemann quem enxergou profundamente a relação entre a função zeta e 
a distribuição dos números primos ao estudá-la como função de uma variável complexa. 
Suas idéias foram tão brilhantes que a partir de então a função zeta ganhou o seu nome 


[ 8 ], 


Neste capítulo faremos um estudo de algumas das propriedades da função zeta de 
Riemann. No final de cada seção apresentaremos as referências utilizadas nas provas e, 
em alguns casos, faremos alguns comentários sobre os resultados. 


2.1 Definição e Propriedades Básicas 

Definição 2.1. A função zeta de Riemann é definida no semiplano Re(s) > 1 por 



( 2 . 1 ) 
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A série '}f /n rr s é uniformemente convergente em qualquer disco fechado A contido 
no semiplano Re(s) > 1, pois neste conjunto n~ s < n~ a e rr a é convergente, sendo 
a = min Re(s) em A. Portanto, pelo Teorema A.14, £(s) é analítica em A. Como cada 
ponto do semiplano Re(s) > 1 é ponto interior de um disco fechado que está contido em 
Re(s) > 1 segue-se que ((s) representa uma função analítica em Re(s) > 1. 

Como já mencionamos, Euler, Dirichlet e Tchebyshev haviam trabalhado com a função 
zeta apenas na semirreta s > 1. Riemann foi muito além ao considerá-la como função de 
uma variável complexa definida no semiplano Re(s) > 1. Provou que esta função pode 
ser analiticamente estendida ao plano complexo com exceção de um ponto. 

Teorema 2.1. (Extensão Analítica da Função Zeta) A função zeta pode ser estendida a 
uma função meromorfa no plano complexo com um polo simples em s = 1. 

Prova. A equação (2.1) pode ser escrita como 

N 

C (s) = 1 + lim V n~ s . 

V ’ N—>oo Z—i 

n =2 

A soma Y^n =2 n~ s pode ser encontrada usando a fórmula da soma de Euler-MacLaurin, 
com a função f(x) — x~ s , a = 1 e b = N. Logo, 

C(s) = 1+Ji^ | x- s dx + N~ s - 1) - ^ - 1)... (a + k - 2)(j\r s_fe+1 - 1) 

— ^ys(s + 1)... (s + m — 1) J B m {x)x~ s ~ m dx j. 

O limite existe quando Re(s) > 1 e 

C(s) - - + 2 + £ -ff s ( s + 1) • • • (« + fc - 2) 

-—ys(s -)- 1)... (s T m — l) J B m (x)x~ s ~ m dx. (2.2) 

Denotando por F m (s) a função que aparece do lado direito desta igualdade, é fácil provar 
que esta é uma função analítica no semiplano Re(s) > 1 —m, com exceção do ponto s — 1 
(onde possui um polo simples), já que a integral 



é uniformemente convergente em cada disco fechado contido neste semiplano. Como m 
é um número natural maior ou igual a 2 arbitrário segue que a função zeta pode ser 
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meromorfamente estendida em C com polo simples em s = 1 por meio das funções F m (s). 


Outra importante propriedade da função zeta é a equação funcional de Riemann, 
também provada por Riemann em seu artigo de 1859. Esta equação representa uma das 
chaves para o sucesso da abordagem de Riemann no estudo da função n(x). 

Teorema 2.2. (Equação Funcional de Riemann) A função zeta satisfaz a equação fun¬ 
cional 

CO) = 2 s 7T s - 1 r(l - s) sin yC(l - s) (2-3) 

para todo s 1. 

Prova. Substituindo m = 3 em (2.2) obtemos 

CO) = + \ + Y S ~ + 1 )( s + 2 ) J B 3 (x)x~ s ~ 3 dx, Re(s) > —2. 

De (1.10) sabemos que B 3 (x) = x 3 — |x 2 + |x. Logo, a integral 



existe, para Re(s) < —1, com valor 

s + 3 

~2s(s + 1)0 — 1)' 

Devido a estas restrições consideremos apenas a faixa —2 < Re(s) < —1. Neste domínio 

CO) = + \ + Y S ~ J S 0 + !)0 + 2 ) ^ B 3 {x)x~ s ~ 3 dx 

= -~s(s + í)[s + 2) J B 3 (x)x~ s ~ 3 dx + + \ + Y S 

+ ^s(s + l)0 + 2) í B 3 (x)x~ s ~ 3 dx. 
b J o 

Como 

l«(» + l)(» + 2)^ 'dx = -0 a + l)( 8 + 2) 28(8 + ^( 3 a _i) 

1 1 b 2 

~s-l~2~ T S ’ 

CO) = -jUo + 1 ^ S + 2 ) J 0 B 3 (x)x~ s ~ 3 dx. 


segue então que 
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Usando (1.12), com k = 2, encontramos 


<(») = - 2 «(«+ !)(» + 2 ) í ^ 



(2.4) 


Assumindo que a integração possa ser feita termo a termo (isto será provado no final da 
demonstração) obtemos 



A suposição —2 < Re(s) < —1 implica em —1 < Re(—s — 2) < 0 permitindo-nos o uso de 
(1.28). Com isto, 


C(s) - —2s(s + l)(s + 2)T(-s - 2) sin £(-s - 2) ^ 1 

2 ^ {ZTrn) 1 s 


Sucessivas aplicações da equação funcional fundamental para a função gama, Teorema 
1.12(i), mostram que 


-s(s + l)(s + 2)T(—s - 2) = T(1 - s). 


Finalmente, 


C(s) = 2 S 7T S x r(l - s) sin yC(l - a). 


A equação funcional de Riemann foi provada apenas na faixa —2 < R.e(s) < —1. Entre¬ 
tanto, ambos os lados desta equação são funções meromorfas em C com polo em s = 1. 
Portanto, pela unicidade da extensão analítica (Teorema A.7) a equação é válida para 
todo número complexo diferente de 1. 

Neste momento provaremos que a ordem da integral e do somatório pode ser invertida 
em (2.4). Com esta finalidade definamos 



’ e sin 2t xnx , 
--.-ia dx 



«s+3 
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para 0 < e < r. Na faixa —2 < Re(s) < —1 é válido 


I f sin2 r J < r 2 ^dx = 2 ™ frt = 2 7m- 

Uo x ’ s+3 | Jo x a+:i J 0 


r 


-dx < 


Assim, 


/■°° dx r a 2 

J r x CT + 3 ~ a + 2 ' 

^ (27m) 3 


1 V'' ^ I t I r 2 ^ 1 

- 1 (27m) 2 6 r < cr + 2 (27m) 3 


lim / e = lim / r = 0. 

e—rO r— xx> 

Para s fixo na faixa —2 < Re(s) < —1, definamos para cada natural n a função 
, , \ sin27mx _,_o r . 

= r x * ze[e,r]. 


Estas funções verificam 


(27m) 3 


|/n(s)| < . 


(27m) 3 (27m) 3 ' 

Logo, Yh n fÁ x ) é uniformemente convergente em [e, r]. Assim, pelo Teorema A. 12, 


ri v sin2irni x —4 dx= v _j_ /’ 

i. \èí ( 2 ™) 3 J èí t 2 ™) 3 i, 


sin27mxx s 3 dx. 


Portanto, 


f{£ 


(27m) 3 


dx 


¥3 / £ 


1 


sin27mxx s 3 dx. 
Mostrando que a ordem da integral e do somatório pode ser invertida. 


" (27m) 3 

lim V 7 ^ f sin 2nnx x~ s ~ 3 dx 

=i ( 2nn ) Je 

lim < V 7 —^— 7 - f sin 2'ktix x~ s ~ 3 dx — I e — I r > 

HL \“í ( 2?m ) Jo ) 

§ (27m ) 3 J 0 


O próximo teorema, conhecido como produto de Euler, foi publicado por L. Euler 
em 1748 no seu livro “Introductio in Analysin Infinitorum” e provado rigorosamente por 
Dirichlet para todos os valores reais de s maiores do que 1 [2]. Quando Riemann estendeu 
meromorfamente a função zeta a todo o plano complexo ele observou que esta importante 
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propriedade era válida no semiplano Re(s) >1 [8]. 
Teorema 2.3. (O Produto de Euler) Na região Re(s) > 1. 



(2.5) 


onde p n denota o n-ésimo número primo. 

Prova. Devido à convergência absoluta de '}2 n n~ s , quando Re(s) > 1, podemos escrever 
(1 - 2-*)C(s) = C(s) - 2“ s C(s) = l + 3~ s + 5~ s + ..., 
omitindo no lado direito todos os termos com base par, ou ainda, 

(1 - 3 -s )(l - 2" s )C(s) - 1 + 5“ s + 7~ s + ll- s + 
omitindo no lado direito todos os termos com base par ou múltiplo de 3 e, finalmente, 

(1 - pí*)... (1 - 3-)(l - 2-)C(») = 1 + r* + ..., 

omitindo no lado direito todos os termos com base contendo como fator algum dos números 
2, 3 ,... ,p k . Como todos os números menores que p k contém algum fator entre os números 
2, 3 ,... ,p k podemos escrever 


|(1 - 2-)(l - 3-)... (1 - 1| < |(p* + l)"*l + l(p* + 2)-*| + .... 

Se nLi(l —Pn S ) í° r denotado por M k {s) então 


I M k (s)Ç(s) - 1| < \ (pk + 1) s | + \(Pk + 2) s | +- 


Novamente da convergência absoluta da série Yh n n s -> quando Re(s ) > 1, decorre 


y] \n s \ —>• 0, k —> oo. 


n=p k +1 


Portanto, 


M fc (s)C(s) 1, k —> oo. 


Deste limite segue que 


C(s) 0, Re(s) > 1. 


( 2 . 6 ) 


e como M fc (s) ^ 0, para todo k, 


1/M k (s) —>• C(s), k —>■ oo, 
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ou seja, 


CM- 



válida no semiplano Re(s ) > 1. 


Esta fórmula é surpreendente pelo fato de um dos membros não depender em nada 
do conhecimento dos números primos e o outro membro depender fundamentalmente do 
conhecimento da sequência destes números. Ela permite todas as conexões entre a dis¬ 
tribuição dos números primos e a função zeta de Riemann que foram ou serão mencionadas 
neste texto. Por exemplo, a propriedade que a função ((s) possui um polos simples em 
s = 1 pode ser transformada, via produto de Euler, numa prova analítica do teorema de 
Euclides. Veja, caso existisse um número finito de primos pi,... ,pk então 



evidentemente um absurdo. 

Os Teoremas 2.1 e 2.2 foram provados, ao longo do tempo, de inúmeras maneiras. O 
próprio Riemann deixou algumas provas para estes resultados [8]. E. C. Titchmarsh reuniu 
em [19] os principais métodos utilizados nestas provas. Algumas destas demonstrações são 
semelhantes às que foram feitas aqui e outras fazem uso de alguma equação integral para 
a função T(s)£(s). As provas que apresentamos se encontram em [16]. 

A prova do Teorema 2.3 que apresentamos está esquematizada em [19]. 

2.2 Zeros da Função Zeta de Riemann 

Ao estudar a distribuição dos números primos através das propriedades da função 
zeta, Riemann percebeu que a localização dos zeros desta função desempenha um papel 
importantíssimo. Estes pontos são agrupados em dois conjuntos: os zeros triviais, que 
contém os zeros com parte real menor do que zero e os zeros não-triviais, que contém 
parte real maior ou igual a zero e que serão denotados exclusivamente por p = /3 + fy. 
De (2.6) sabemos que a função zeta de Riemann não se anula em Re(s) > 1. Portanto, 
os zeros não-triviais de £(s) possuem parte real entre zero e um, ou seja, 0 < /3 < 1. O 
primeiro teorema desta seção caracterizará o conjunto dos zeros triviais da função zeta. 

Teorema 2.4. (Zeros Triviais da Função Zeta) Todos os zeros triviais da função zeta 
são da forma s = —2 n, para n> 1 natural. 
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Prova. Seja s = —2 n, n > 1. Pela equação funcional de Riemann 

£(—2 n) = 2 _2n 7T _2n_1 r(l + 2 n) sin(—7rn)£(l + 2 n) = 0. 

Por outro lado, a equação funcional 

CO) = 2 s 7T s - 1 r(l - s) sin yC(l - s) 

mostra que no semiplano Re(s) < 0 a função £(s) pode ter zeros apenas entre os zeros de 
sin | s, isto é, nos pares negativos. Pois, a função r(s) não se anula em C e no semiplano 
Re(s) < 0 teremos Re( 1 — s) > 1 e por (2.6) sabemos que £(1 — s) ^ 0. Logo, todos os 
zeros triviais da função zeta são da forma s = — 2n, com n > 1 natural. ■ 

Como já sabemos, qualquer zero não-trivial £(s) deve estar na faixa 0 < Re(s) < 1, 
esta faixa recebe o nome de faixa crítica da função £(s). Ainda não provamos a existências 
destes zeros. Isto será feito apenas no próximo capítulo. E preciso algum cuidado neste 
momento, pois os resultados que provaremos no restante deste capítulo envolvem estes 
zeros. Entretanto, ressaltamos que toda a argumentação que seguirá será válida caso a 
função £(s) possua uma infinidade, uma quantidade finita ou nenhum zero não-trivial. 

Teorema 2.5. Os zeros não-triviais da função zeta são simétricos em relação ao ponto 
s = 1/2 e em relação ao eixo dos números reais. 

Prova. Através da equação funcional de Riemann é possível concluir que se s for um 
zero de £(s) na faixa crítica então 1 — s também será um zero nesta faixa, ou seja, são 
simétricos em relação ao ponto s = 1/2. Pois, se s for um zero na faixa crítica então 
1 — s também estará na faixa crítica. Como s ^ 0 (usando (2.2) calcula-se £(0) = —1/2) 
es / 1 (polo simples de £(s)) segue que 

£(1 - s) = 2 1 - s tt“T(s) sin 7í ^ 2 ^ £(s) = 0, 

já que 

. 7r(l — s) 

2 1 7 r T(s) sm —^— - 

não possui polos na faixa crítica removida dos pontos 0 e 1. A outra simetria entre os 
zeros pode ser encontrada a partir do princípio de reflexão de Schwartz, pois a função 
£(s) assume valores reais nos números reais e desta forma assumirá valores conjugados 
em pontos complexos conjugados. Portanto, os zeros de £(s) também são simétricos em 
relação ao eixo dos números reais. ■ 

Os Teoremas 2.4 e 2.5 eram do conhecimento de Riemann [8]. As provas que apresen- 
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tamos se encontram em [16]. 


2.3 Função £ e o Produto de Hadamard 


Devido à importância secundária que os zeros triviais da função zeta desempenharam 
no estudo da distribuição dos números primos é conveniente considerar uma função que 
esteja relacionada com a função zeta de Riemann mas cujos únicos zeros (caso existam) 
sejam apenas os zeros não triviais. Isto motiva a definição 

Definição 2.2. A função £(s) é definida por 

£0) = \ s (s - i)r (I) tt- s / 2 C(s) 


A função £(s) é uma função analítica em C. Os polos simples nos pares negativos da 
função r(s/2) são cancelados pelos zeros triviais da função £(s) e o polo simples em s = 0 
é anulado pelo zero simples do fator s. O polo simples em s = 1 da função £(s) é anulado 
pelo zero simples do fator s — 1 . Portanto, £(s) é uma função analítica em C cujos únicos 
zeros (caso existam) são os zeros não triviais da função ((s). Uma das consequências deste 
fato é que £(s) tem uma expansão em série de Taylor em relação a qualquer ponto válida 
em todo plano complexo. Futuramente será importante conhecer os coeficientes de uma 
tal expansão em relação ao ponto s = 1/2. 

Teorema 2.6. A função £(s) possuem a expansão em série de potências 

«s) = f>„(s-l/2 ) 2 ", 

n=0 

válida para todo s, em que 

a 2n = 4:Ji dx 


9{x) = J2 e 


A função 9(x) ê conhecida como função teta de Jacobi e satisfaz a equação funcional 


4 26{x) 1 

+ 29(l/x) ~ ad/ 2 - 


Neste trabalho não daremos uma demonstração desta propriedade. O leitor poderá en¬ 
contrar uma tal prova em [8]. 
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Prova. Seja s tal que Re(s) > 2. Com a mudança de variável t = nn 2 x em (1.22) 
encontramos 


Logo, 


—7T s/2 r (s/2) = í e nn2x x s / 2 í dx. 
n s J o 

7 r _s/2 r (a/ 2 )C(a) = j eT nn2x x s ^ 2 ~ 1 dx = J 9(x)x s ^ 2 ~ 1 d. 


Será necessária uma justificativa para a inversão da ordem do somatório e da integral. 
Isto será feito no final da demonstração. Usando a propriedade (2.7) podemos escrever 

f 9(x)x s ^ 2 ~ 1 dx = í 9(x)x s / 2 ~ 1 dx + f 9(x)x s ^ 2 ~ 1 dx 

J o J i J o 

= j/Hix)x’ r2 -'d:r: + /" íx l/2 e(x) + - H :r‘ r ‘-'dx 

= J/° 0(x) {x-! 2 - 1 + x-^> 2 } dx+\ J/° {x -(* +1 >' 2 - x-Z^jdx. 


Portanto, 


- s/2 r (s/2) C(s) = í 9{x) {x 5/2-1 + a;- (s+1)/2 } dx - 1 Re(s ) > 2. 

ii J s(s -1) 


(2.8) 


Provaremos que esta integral representa uma função analítica no plano complexo. Ob¬ 
servemos que, para x > 1, 


9(x) <J2 e 


n-í 1 ~ e ~ nX 

e, para s e A(s 0 , r), 

\B{x) {x s ' 2 - 1 + x-( s+1 )/ 2 } | < 6(x) {x*! 2 - 1 + x-( CT+1 )/ 2 } < 2 9(x)x m , 

com 

M = ma* { ^ + r - 1, - fle(S ° ) 2 ~ r + 1 } . 

Logo, existe uma constante absoluta C tal que 

1 9(x) {x 8 / 2 - 1 + x~( s+1 V 2 } | < Ae-™x M < Ce~W 2 >, 

já que a função 

4e -(V2)* x M 
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é limitada. Assim, 


0(x) {x 8 ' 2 - 1 


+ x 


— (s+l)/2- 


} dx 


é uniformemente convergente em A(s 0 ,r). Pelo Teorema A.15 esta integral representa 
uma função analítica no interior deste disco. A escolha do disco foi arbitrária. Portanto, 
a integral representa uma função analítica em C. Isto mostra, pelo princípio de extensão 
analítica (Teorema A.6), que 

n~ s/2 r (s/2) ((s) = f 6(x) {x s/2_1 + aT (s+1)/2 } dx + 1 , 

J 1 s(s - 1) 

em C com exceção dos pontos s = 0es = l. Da Definição 2.2 segue que 
J^d(x){x s / 2 - 1 + x^ s+1) / 2 }dx 


ÍM = 5^ 


1 s(s-i) r L/ x í ^ s/2 ^ (1_s)/2 IV , 

2 *— 2-1 r ) {^ + õ^}J <fe 


s(s - 1) 


í°° nu \ í xS/2 x(1 S ’ /2 1 


(l-»)/2J 

= ^ + 6(1) -jpjf 0'(a:) {(1 — s)x s t 2 + sa/ 1_s ^ 2 } dx 
= X - + 0(1) + x A l 2 0'(x) {(1 - s)^^- 1 )/ 2 - 1 + sx- 8 / 2 - 1 } dx 

= \ + 0(1) + j°° [x 3/2 9'(x) {-2x^ 2 - 2x- s ' 2 }]'dx 
- J™ {x 3 / 2 6'(x)}' {-2x^' 2 - 2x- 8 ' 2 } dx 
= | + 0(1) + 40'(1) + ^ {x 3/2 e'(x)}' {2x( s - l)/2 + 2x~ s/2 }di 
Derivando (2.7) e substituindo x = 0 encontramos 


- +0(1) + 4^(1) = 0. 


Logo, 


£(s) = f" {x 3 > 2 6'(x)}' {2x^ 2 P2x- s / 2 }dx 

= 4 J {x 3/,2 0 , (x)} / a: _1 / 4 cosh{(l/2) (s — l/2)h\x}dx. 

Usando a expansão em série de Taylor cosh(^) = )C n z ‘ 2n / (2n)! da função cosseno hiper¬ 
bólico obtemos 


íw =* ff, (. -1/2) 2 ’ 


(2.9) 
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em C. A função 

é analítica em Re(z ) > 0. Pois, dado qualquer e > 0, é válido que 
|g—7rn 2 z| < e - 7rn2e ) Re(z) > e. 


Portanto, a série ^2 n e~ nn z é uniformemente convergente em Re(z) > e. Pelo Teorema 
A. 14 a função 9(z) representa uma função analítica em Re(z) > e e suas derivadas podem 
ser calculadas termo a termo em qualquer ponto deste semiplano. Variando a escolha 
de e concluímos que 0(z) é analítica em Re(z) > 0 e suas derivadas podem ser calcu¬ 
ladas termo a termo. Com argumento bastante análogo podemos concluir que a função 
z 3 ^ 2 nn 2 e~' Kn 2 também representa uma função analítica em Re(z) > 0 e suas derivadas 
também podem ser calculadas termo a termo. Logo, 

P 3/ V«}' = 

Portanto, para x > 1, existem constantes absolutas C \, C 2 e C tais que 



ar l/ 4 { x 3/2 í? ,( x )}' 


— x 1/í4 ^ ^7T 2 n 4 a; — ^7m 2 ^ 

< e~W 2 > J2 } {x 5 / 4 e“ ( ' 7r / 4 ' )x } 

< C % e^/ 2)x jr C 2 e ~^ /8)n2 

< Ce~^ /2)x . 


Para qualquer r > 1 fixo, a série fn(%), com 

fn(x) = (í - 1/2) 2 ’ 

é uniformemente convergente em [1, r]. Pois 

/ 1 1 \2 n 

\ fn{x) \- C ^)T l(s ~ 1/2)|2n 
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, (l lnr ) 2? 

(2 n)\ 


E r; V2 /õl\. I( s — 1/2) | 2n = Ccosh 




é convergente e independente de x. Pelo Teorema A. 12, 

í ^fn(x)dx = Y^ í f n (x)dx. 

d 1 71=0 71=0 d 1 

Considerando apenas s real. Neste caso as funções f n (x) são positivas em [1, oo), pois 

W) = l^p(.-l/2) 2 "K/V(x)}'x-V. 


(| lnz 


(2 n)\ 


- l/2) 2n x- 1 /4 J2 (n 2 k 4 x - Z - 1 rk 2 "j x l J 2 e-* k * x 


Da existência de fn( x )dx (veja a equação 2.9) e da continuidade e positividade 

destas funções segue facilmente que f n {x)dx existe e é positivo para todo n > 0. 
Assim, 


N roo roo N oo 

/ fn(x)dx= / ^2f n (x)dx< / ^ fn( X )dx, 

71=0 dl n=0 J 1 n=Q 

para todo N natural. Portanto, /i°° fn( x )dx existe e é menor ou igual a 


í £ fn(x)dx. 
d 1 71=0 

Por outro lado, 

í ^fn(x)dx = ^ í f n (x)dx<Y^ í f n {x)dx , 

d 1 71=0 71=0 d 1 71=0 d 1 

para todo r > 0. Desta maneira, fn(x)dx < X^üLo /i°° fn[x)dx. Provando 

finalmente que 

í ÍTfn(x)dx=jr[ fn(x)dx. 

d 1 71=0 71=0 d 1 

Assim, 

£(«) = ( s_ Í/ 2 ) 2 ”, 

71=0 

em que 

0271 = 4^" {x 3/2 6> / (a:)} / x~ 1/4 ^ 2 ^| dx, 

quando s é real. Mas, pela unicidade dos coeficientes na expansão em série de Taylor, 
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Teorema A.4, esta expansão é válida em C. 


Agora provaremos que a inversão do somatório e da integral feita no início da demon¬ 
stração é permitida. Isto será feito de forma totalmente análoga à feita na prova da 
equação funcional de Riemann (Teorema 2.2). Basta definir, para 0 < e < 1 < r, os 
números 

I r = ^ J e~ nn2x x s ^ 2 ~ 1 dx e I e = ^ J e~ vn2x x s ^ 2 ~ 1 dx. 

Para s fixo, com Re(s) > 2, a função e -(. 7T / 2 ) x x s I 2 ^ ] é limitada em [0, oo). Assim, existe 
uma constante absoluta C tal que 


\Ir\ <Í2 f eH ’' 2)n ’* e ~ W ‘ 


Portanto, lim,.-^ I r = 0. Por outro lado, 


w - ê / e 7rn2 ^ a/2 idx ^jtJ o e ™ 2xdx = ê - e ™ 2e )- 

A série J^^ =1 (l — e _7rn2í )/(7m 2 ) é uniformemente convergente no conjunto t e [0,1] pelo 
critério de Weierstrass, pois (1 — e -7ríl v ) / {wri 2 ) < 1/ (uri 2 ) neste conjunto. Assim, esta 
série representa uma função contínua no intervalo e 



H ) = V^lim - 1 —(1 - 

' t->o 7m 2 


) = o. 


Isto mostra que lim e _^ 0 A = 0. A série de funções e nn X x s ! 2 1 é uniformemente 
convergente em [e, r], pois 

|e-“V/ 2 -*! < e -('»VWV ! -‘ < Ce-W 2 *"’ 1 < -A_ 


Logo, 




z x s ! 2 x dx — I e 


-Ir 



™*x x s/2~l dx 

7 Tn2x x s / 2 ~ 1 dx 
*'x sl2 ~ x dx. 
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Isto prova que a inversão da integral e do somatório é permitida. ■ 

Riemann afirmou, embora tenha deixado apenas indicações de uma possível prova, 

que 

íM-í«»n(i-3 

em todo o plano complexo. Observe que o índice do produto está variando sobre o 
conjuntos de zeros de £(s) ou sobre o conjunto de zeros não-triviais da função £(s) e será 
necessário especificar uma ordem em que este produto deverá ser efetuado. A ordem será 
qualquer uma em que zeros simétricos p e 1 — p em relação ao ponto 1/2 estejam pareados. 
É importante mencionar que, a menos que se diga o contrário, sempre que um produto 
ou somatório sobre zeros não-triviais da função £(s) for realizado esta será a ordem. 

Este teorema é extremamente importante e foi provado pela primeira vez por J. 
Hadamard em 1893. Sobre esta prova Von Mongold disse “o primeiro progresso real 
no campo em 34 anos” [8]. Este resultado é conhecido em vários textos como produto de 
Hadamard ou apenas fórmula produto. O restante desta seção será dedicado a uma prova 
deste teorema. Começaremos provando que 

Teorema 2.7. O produto 



representa uma função analítica em C. 


A prova deste teorema será feita através de três lemas. 

Lema 2.1. Para valores suficientemente grande de R é válido |£(s)| < R R , no disco 
Ã(l/2, R). 


Prova. Comecemos por observar que 



devida a positividade do integrando. Desta forma, 


dx > 0, 


lí(»)l < K* - V2)| 2 ” < I> nR 2n = «1/2 + R), 

n =0 n =0 

quando s £ A(l/2, R). Basta provar então que |£(l/2 4-' R.)\ < R n para valores sufi¬ 
cientemente grandes de R. Dado R qualquer, definimos N como sendo o único natural 
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satisfazendo 1/2 + R < 2 N < 1/2 + R + 2. Como 1/2 + R < 2N segue que 


£(1/2 + R) = J2 a ^ R2n < E Q2 -( 2iV - V2) 2n - £(2W). 


n=0 n=0 


A função C(s) decresce em s e (1, oo). Isto pode ser observado a partir da definição desta 
função. Portanto, 


£(1/2 + R) < £(27V) = N\tt~ n (2N — 1)£(27V) 


< N n ( 2N)((2) = 2Ç(2)N n+1 

< 2((2)(R/2 + 2) r/2+3 < R r : 


para valores de R suficientemente grandes. 


Lema 2.2. Seja n(R) o número de zeros de £(s) que estão em A(l/2 ,R). Então 
n(R ) < 3R\iíR, 

para valores suficientemente grandes de R. 

Prova. Observemos que caso a função £(s) não tenha zeros o resultado será imediato. Seja 
R suficientemente grande para que o lema anterior possa ser aplicado. A função £ (s) não 
possui zeros reais. Isto pode ser constatado pelo fato que esta função possui a expansão 


« s ) = £>„(s- 1/2) 2 " 


n=0 


com coeficientes a 2n positivos. Portanto, para valores reais de s esta função é sempre 
positiva, ou seja, £(1/2) / 0. Suponhamos primeiramente que £(s) não tenha zeros na 
borda do disco A(l/2, 2R). Neste caso o Teorema de Jensen aplicado à função £(s + 1/2) 
nos leva a 


ln|£(l/2)|+ ^ ln 


\p-l/2\<2R 


\p — 1/21 


2 R 



ln |£(2i?e í0 + l/2)\dd, 


ou seja, 



Como cada um dos termos do somatório é positivo segue que 
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Para qualquer p E A(l/2, R) é válido 


ln 2R > ln 2, 
\p — 1/21 — 


e, portanto, 


1 f a 

n(R) ln 2 < — / ln |£(2ite í# + l/2)\d6 - ln |£(l/2)|. 

io 

Como R é suficientemente grande para que possamos fazer uso do lema anterior então 
n(R) ln 2 < 2 R ln 2 R - ln |f (1/2) |, 

ou seja 


n(R) < 


2 2 


ln|«l/2)| 


^3ln2 31nií 3iUn2 ln R 
e, para R suficientemente grande, 


(3R\nR) 


n(R) < 3RlnR. 

Se ^(s) possuir zeros na fronteira do disco A(l/2, 2 R) então, pelo Teorema A.9, existe um 
e > 0 tal que £(s) não possui zeros na borda do disco A(l/2, 2i2+ei) para todo 0 < e\ < e. 
Com raciocínio análogo ao anterior concluímos que 

7i(-R) ^ 3(i? + ei) ln(i? + 6i) 

e fazendo ei tender a 0 o lema fica demonstrado também para este caso. ■ 

Lema 2.3. Para qualquer e > 0 a série 

y _ 1 _ 

y\ P -im^ 

converge, com p variando no conjunto de todos os zeros de Ç(s). 

Prova. Se o conjunto dos zeros p for finito ou vazio a soma será finita ou zero por 
convenção e não há nada a ser provado. Suponhamos que este conjunto seja infinito 
e o enumeremos por pi, p 2 ,..., em ordem crescente de | p — 1/2]. Podemos definir os 
números reais R\, R 2 , ■ ■ ., pela equação 4/?, n ln R n = n. É evidente que quando n tende 
para o infinito R n também tende para o infinito. Usando o lema anterior para valores 
suficientemente grande de n concluímos que o número máximo de raízes em A(l/2 ,R n ) é 
3n/4. Assim, p n se encontra no exterior deste disco, em outras palavras, \p n — 1/2| > R n . 
Logo, 

1 1 _ /41ni? n y +e _ (41ni? n ) 1+e 1 

| p n — l/2| 1+e — Rj+ e \ n ) n e / 2 n 


p+e/2 ' 
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Da definição dos números R n segue que ln n = ln R n + ln 4 + ln ln R n > ln R n para valores 
suficientemente grande dene, além disto, 

(41n R n ) 1+e < (4 ln n) 1+e < n e/2 , 

também para valores suficientemente grande de n. Portanto, existe n 0 tal que 


IPn-lffi+t- TI 1 * 6 / 2 ’ 


Da convergência da série 


y 1 

„l+e/2’ 


para todo e > 0, fica provado o lema. ■ 

Prova do Teorema 2.7. Como a função £(s) não possui zeros reais podemos concluir que 
qualquer raiz p de £(s) é tal que Im(p) > 0 ou Im( 1 — p) >0. Pelo Teorema 1.4, o 
produto 

representará uma função analítica em algum aberto limitado de C se a série 

s 2 — s I 


£ 

Im(p)> 0 


P(! - P) I 


convergir uniformemente no fecho deste aberto. Esta última série converge uniformemente 
em qualquer A de C. Pois, para valores suficientemente grandes de p, 


£ 

Im(p)> 0 


Pi 1 - P) 


- E 


líp-l/2)2-l/4| 


V — 

I n — 


2 M 


lp-i/21 2 ’ 


em que M é o valor máximo de |s 2 — s\ em A. A última série converge pelo lema anterior 
com e = 1. Portanto, o produto representa uma função analítica no interior de qualquer 
disco fechado em C. Logo, representa uma função analítica em C. ■ 

Como consequência deste teorema provaremos a fórmula produto. 

Teorema 2.8. (Produto de Hadamard) A função ( satisfaz 


«s)=«o)n(i-3 


em todo o plano complexo. 
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Também neste caso dividiremos a prova em três lemas. 
Lema 2.4. Dado e > 0 qualquer é válido que 

Re log- 7 ^- v < |s - l/2| 1+t , 

para valores suficientemente grande de |s — 1/2|. 


Prova. A função 


F(s) = - 


m 




é analítica em C e não possui zeros neste conjunto. Pelo Teorema 1.3 existe um logaritmo 
analítico log F(s). Embora existam infinitos destes logaritmos, a parte real de cada um 
deles está determinada de forma única, pois, \F(s)\ = |e logF(s ) = g-Reiogi^s), ou se j aj 
RelogF(s) = ln F(s)|. Para qualquer R dado podemos escrever, para todo s G C tal que 
s ^ p para |p — 1/2| > 2 R, 


Re log 




= u R (s) +v R (s), 


onde 

u R (s) = ln 
e 

v R (s) = ln 

As funções u R (s) e v R (s) estão bem definidas com exceção dos pontos s = p para \p— 1/2| > 
2 R (nestes pontos u R (s) tende a —oo e v R (s) tende a +oo). 




í 1 p-í) 


riip-i/ 


1 _ üzlll) 
L P-1/2J 


Será suficiente uma prova que para valores suficientemente grandes de R ambas as 
funções são no máximo R 1+e na borda de A(l/2, R). Pois disto seguirá que, dado e > 0, 
podemos escolher e\ verificando e\ < e. Para e% existe R\ tal que u R (s) < R 1+£1 e v R (s) < 
R 1+ei na borda de A(1/2, R), quando R > R\. Seja agora i? 2 tal que 2 < R £ ~ ei para todo 
R > R 2 . Assim, se R 0 = max{i?i, R 2 } então, u R (s)+v R (s) < 2 R 1+£l < R 1+£ — \s— l/2| 1+e 
na borda de A(l/2, R), para R > R 0 . 

Vamos considerar u R (s) primeiramente. Na borda do disco A(l/2,4 R) cada um dos 
fatores do produto que aparece na definição desta função são em valor absoluto no mínimo 
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1. Portanto, 


Ur(s) = ln 


_ 

rVi /2W (i 



< ln |£(s)| < ln(4i?) 4R = 4i?ln4i? < i? 1+e , 


para qualquer /? grande o suficiente para que AR ln AR < R 1+£ e o Lema 2.1 possa ser 
aplicado e s na borda de A(l/2, AR.) removida dos zeros p. Para cada ponto do conjunto 
A(l/2, AR) removido dos zeros p no anel 2R < \s — 1/21 < AR existe um círculo contendo 
este ponto tal que a função 

_É(s)_ 

ri|p-i/2i<2« ( x - jEifi) 

não zera neste círculo. Portanto, esta função possui um logaritmo neste círculo e 


u R (s) = ln 




1 ft- 1/2 J 


= Re log - 




ou seja, a função u R (s) é localmente a parte real de uma função analítica e pelo Teorema 
l.l(i) é harmônica num aberto contendo o disco A(l/2, AR) removido dos zeros p no anel 
2R <\s — 1/2| < AR. Próximo a estes zeros o valor de u R (s) é próximo a —oo. Portanto, 
pelo Teorema 1.2, o valor máximo desta função harmônica em A(l/2,4i?,) deve ocorrer 
na borda deste conjunto removido destes zeros. Assim, o valor máximo de u R (s ) no disco 
A(l/2, R) é no máximo i? 1+€ , como foi mostrado. 


Por último vamos considerar v R (s). Para qualquer número complexo |s| < 1/2 a 
desigualdade 

ln 7- r < 2|s| 

|1 — s| 

é válida. Para uma prova basta observar que 


ln 


1 


= — ln |1 — s| 


•I 1 - 8 ' dt rA- s \ dt 

T~Ji T 


< 2| |1 — s| -1| < 2|s| 
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Assim, para s na borda de A(l/2, A), 


vr(s) = ln 


n^gs* í 1 * 


s ^ E 

|p-l/2|> 

Im(p)> 

= ^ E 

|p-l/2|>2 J 

* ^ E 


R 2 


.,2,>2* IP-V2| 2 

1 (p)>0 

R 


\P- 1 / 2 | 


A 


Ip-1/21 


A 


= 2 e A 1+e £ 


Ip-1/21 

1 


Ip-1/21 1 ^' 


A soma no último membro converge pelo Lema 2.3 e decresce para zero quando A cresce. 
Portanto, vr(s) < A 1+e na borda de A(l/2, A), para valores suficientemente grande de 
A. Isto completa a prova. ■ 


Lema 2.5. Sejam f(s ) uma função analítica em A(0, r), com /(O) = 0 e M o valor 
máximo de Ref(s) na borda do disco A(0, r). Então, para rq < r, o módulo de f no disco 


menor A(0, ri) é limitado por 


l/(«)l < 


2 rqM 


Prova. Vamos considerar a função 


(j)(s) = 


f(s) 

s{2M — f(s)}' 


Denotando por u(s) e v(s) à parte real e imaginária de /, respectivamente, então |2 M — 
u(s)| > M > u(s ) na borda do disco A(0, r). Logo, o módulo de (j) neste conjunto é no 
máximo 


m\ =: 


(u 2 + V 2 ) 1 / 2 ( u 2 + V 2 ) 1 / 2 _ 1 

r{(2M — u) 2 + u 2 } 1 / 2 — r(u 2 + u 2 ) 1 / 2 r' 

A função 4>(s) é analítica em A(0, r) já que /(O) = 0. Portanto, pelo princípio do módulo 
máximo, Teorema A.3, \<p(s)\ < r -1 no disco A(0,r). Disto e do fato que 


2 Ms(/)(s) 
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segue que na borda de A(0, ri) o módulo de / verifica 

|/(s)| < 2Afrir "' = 2 ^. 

V ' 1 — rir -1 r — ri 

Esta mesma desigualdade é válida em A(0, rf) também pelo Teorema A.3. 


Lema 2.6. Seja f(s) uma função analítica par em C que cresce mais lentamente que |s| 2 , 
no sentido que para qualquer e > 0 existe um R tal que Ref(s) < e|s| 2 , quando |s| > R, 
então f deve ser uma constante. 


Prova. Suponhamos que f(s) = a nS n - Podemos supor sem perda de generalidade 

que a 0 = 0, pois f(s) satisfaz as condições e a conclusão do lema se e somente se — 0) 

as satisfaz. Dado qualquer e > 0, pela fórmula integral de Cauchy e o lema anterior 


a n | = I— / 

1 |2t TiJ 0 


27r f[\Re W ) . 
{\Re*Y lt 


' 2tt J o 


r 21 f{\Ré e 
R n 


?< 2 " 2 (eR 2 )(lR) 

R n R — \R 


2" +1 e 
R n ~ 2 ’ 


para valores de R suficientemente grandes. Se n > 2, \a n \ é no máximo 2 n+1 e e como e é 
arbitrário, a n deve ser zero para n > 2. Logo, f(s) = ü\s. Entretanto, Gq também deve 
ser zero já que f(s) é uma função par. Portanto, f(s) = 0. ■ 


Prova do Teorema 2.8. Consideremos a função 


F(s) = 


T(i- 


£z Wm 


A função G(s) = log F(s + 1/2) é uma função par já que, pelo Teorema 2.6, 

£( g + l-/ 2 ) _ «2 nS 2 


F(s + 1/2) = - 


(p-l/2) 2 


- =F(-s + 1/2) 


üp (! p— 1/2 j 

e dado e > 0 qualquer, pelo Lema 2.4, para E\ = {e} (consulte esta notação), 


Re G(s) < |s| 1+ei = |s| 2+{e}_1 = |s| 2 |s| {e}_1 < e|s| 2 , 


para valoeres suficientemente grandes de |s|. Logo, 
Re G(s) < e|s| 2 , 


para valores suficientemente grandes de |s|. Portanto, pelo Lema 2.6, a função G(s) é 
uma constante C e F(s) — e G ^ -1 / 2 ) = e c . Com isto, 


Í'W =e c n 


s-V2\ 
p-l/2) ' 
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e dividindo cada membro pelo valor particular 

encontramos 

íw=í«»n(i-í)- 

■ 

Todas as demonstrações desta seção se encontram em [8]. Entretanto, nesta refer¬ 
ência o autor não se dedica a provar questões referentes à integração termo a termo e 
convergências uniformes. Esta parte nós a completamos. 


2.4 Derivada Logarítmica da Função Zeta de Rie¬ 
mann 

Nesta seção provaremos algumas propriedades da derivada logarítmica Ç'(s)/Ç(s) da 
função ((s). Começaremos pela definição de duas funções aritméticas importantes, isto é, 
funções complexas de variável natural. 

Definição 2.3. Para cada natural n > 1 definimos 


A(n) = | 

lnp, se n = p m para algum primo p 

0, caso contrário 

(2.10) 

Ar(n) = 

J A, se n = p m para algum primo p 
y 0, caso contrário 

(2.11) 


A primeira destas funções é bastante usada em Teoria Analítica dos Números e é 
conhecida como função de Von Mongold. 

Teorema 2.9. No semiplano Re(s ) > 1 existe um logaritmo analítico da função zeta 
dado por 

logC(s) = ^2M(n)n~ s 

n =1 

e, além disto, 

. Cí 8 ) = y' H n ) 
c(s) Ui n s 

Prova. Primeiramente restringiremos nossa atenção ao caso s > 1 real. Nestas condições 
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podemos aplicar a função ln ao produto de Euler para obtermos 

ln C(s) = ê“ln(l -Pi 3 )- 

Para todo i natural e s > 1 ocorre \pj s \ < 1. Portanto, é permitido usar a expansão em 
série de Taylor da função f(z) = ln(l + z), em torno do ponto z = 0, com as funções 
ln (l — £+ s ). Com isto, 

*cw = t£Ç- 

A série dupla Yh a iji com a ij = P7 JS /ji possui termos positivos e como vimos pode ser 
somada por linhas. Portanto, terá a mesma soma por qualquer processo utilizado para 
somá-la. Logo, 

in c( s ) = = 

1=1 J=1 J n=l 

Isto mostra que a igualdade 

C(«) = » G{ ‘\ 

com G(s) = 5^Li-Ai( n ) n-S ) é satisfeita para todo s > 1 real. Como cada membro desta 
igualdade representa uma função analítica na região Re(s) > 1 que coincidem no eixo real 
para s > 1 segue-se, pelo Teorema A.6, que elas são iguais na região Re(s) > 1 e pela 
Definição 1.3, 

logC(s) = J^Ai (n)n~ s 

n =1 

em Re(s) > 1. A série que aparece no lado direito desta igualdade é uniformemente 
convergente em qualquer círculo fechado contido em Re(s ) > 1 e, consequentemente, sua 
derivada pode ser calculada termo a termo, ou seja, 

C'( s ) = y- H n ) 

C(a) “ n s 

em Re(s) >1. ■ 

Teorema 2.10. Se s é um número complexo que não é um número par negativo, então 

C'{ s ) _ s _ y s y s _ C'(0) 

C(s) s — 1 “ p(s — p) y-'2n(s + 2n) £(0) 

e 

$Í4 s + 1 y-v S + 1 y~v 5+1 Ç*{~ 1) 

C(s) 2(5-1) (p+ l)(s - p) ^ (2n-l)(s + 2n) Ç(-l) ‘ 

Prova. A segunda fórmula pode ser obtida da primeira simplesmente calculando —Ç'(s) /£(s)+ 
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Ç'(— 1)/C(—1)- Nossa única tarefa será provar a primeira destas fórmulas. A série 


£ 

lm(p )>0 


pO- ~ p) I 


converge uniformemente em qualquer disco A (isto foi provado durante a demonstração 
do Teorema 2.7). Logo, pelo Teorema 1.4 e o produto de Hadamard, 

£'( g ) _ i 

£00 p s ~P 

em qualquer disco A e, consequentemente, em todo o plano complexo. Da Definição 2.2 
segue que 

e(s) ~ = 4> g r(s /2 +1) + ^ 


£00 


C(«) 2 


em C. Assim, 


-fM. dlogr(s/2+1)+ _l__ E _^_^ 


( 2 . 12 ) 


Pelo Teorema 1.10 


T(s/2 + 1) = (s/2)T(s/2) 

n f n+ 1 


A sequência de funções 


0 n *|u s/ 2 n 

TT (1 + 1 AQ s/2 
“q l + s/(2n) 

n fi + fi±^_! 


1 + s/(2n) 


£ 


(1 + l/n ) 5/2 
1 + s/(2n) 


converge uniformemente em qualquer disco A que não contenha um número par negativo. 
Isto se deve a que num tal disco existe n 0 tal que 
1 


|1 + s/(2n)| 


<2, se A, n> n 0 . 
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Logo, 


(1 + l/n) s/2 
1 + s/(2n) 


| e (s/2)ln(l+l /n) _ |l + g/( 2n )}| 

|l + a/(2n)| 


^ (s/2) fc ~ 2 ln fc ~ 2 (l + l/n) 


kl 


* 2 (lil +2l * /2, lif)0 

M — 

< —, se A, n > n 0 , 


em que 

M = max2j|||+2l 8 / 2 l|l|Q, 

Portanto, pelo Teorema 1.4, 


s e A. 


d log r(s/2 +1) 


£0 


ln(l + l/n) -^ 

2 v ' ’ s + 2nj 


é válida em qualquer círculo A cujo fecho não contenha um número par negativo. Assim, 
também é válida em C removido dos números pares negativos. Substituindo esta fórmula 
em (2.12) obtemos 


C'(g) 

C(s) 




1 

s — 1 


E 


1 


s-p 


- ln7T. 
2 


Calculando, por meio desta fórmula, —C / (s)/C(s) + C / (0)/C(^) encontramos 


C( s ) _ s _ y- s , y s _ Ç ; (Q) 

C(s) s —1 “ p(s — p) y^2n(s + 2n) C(0) ' 


(2.13) 


O Teorema 2.9 foi provado essencialmente como em [16]. Apenas tratamos o logaritmo 
de forma um pouco diferente quando consideramos primeiramente s > 1 real e prolong¬ 
amos o resultado por extensão analítica. A prova que apresentamos para as fórmulas do 
Teorema 2.10 foram essencialmente as mesmas apresentadas em [8]. A única diferença é 
que contornamos o uso da função logaritmo usando o Teorema 1.4. 
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2.5 Densidade das Raízes 


Teorema 2.11. (Densidade das Raízes) A densidade vertical das raízes p de £(s) é menor 
do que 2 ln T para T suficientemente grande. Mais especificamente, existe T 0 tal que para 
T > Tq, o número de raízes p com parte imaginária verificando T < Irn(p) < T + 1 é 
menor do que 21nT. 


Prova. Já mencionamos no início da demonstração anterior que 

£'( 5 ) _ 1 
É(s) o S ~P 


em todo o plano complexo. Assim 

rHhu = r™ r 

J2+ÍT £( S ) J2+ÍT n S ~P n d2- 


2+iT s — P 


para qualquer T. No final da demonstração justificaremos a integração termo a termo. 
Para todo p fixo, 

p2+i(T+l) y 


rZ+ll^r+l) y 

J2+ÍT s ~ P 


é igual ao ângulo subentendido pelo segmento [2 + iT, 2 + i(T + 1)] no ponto p. Isto se 
deve a que 


■(/ 

\J 2- 


2+í(T+l) y 

2 +ÍT s — P 


ds ) = Jm{Log (2 + i(T + 1) - p) — Log (2 + iT — p)} 

= Arg {(2 + i(T + 1) - p)} - Arg{( 2 + iT - p)}. 


Este valor é sempre positivo ( p se encontra à esquerda de Re(s) = 2) e se p estiver no 
domínio T < Irn(p) < T + 1 este valor será no mínimo o ângulo subentendido pelo 
segmento [2 + iT, 2 + i(T + 1)] no ponto iT, que é arctan 1/2. Portanto, se n(T) denota 
o número de raízes p em T < Irn(p) < T + 1, segue que 


f f 2 +i{T+l) t// N J 
n(T) arctan 1/2 < Im l / TrÁ^ s í 

yj2+iT ç( s ) ) 


Uma cota superior para esta integral implicará numa cota superior para n(T). Por outro 
lado, 


r2+i(T+l) 
J 2+iT 




ds 
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é, pelo teorema fundamental do cálculo, igual à variação da função 

logf(s) = logT(s/2 + 1) - (s/2) ln7r + Log (s - 1) + logC(s) 

entre os pontos 2 + iT e 2 + i(T + 1). Vamos usar, em Re(s ) > 1, 

logT(s + 1) = fs + A Log s — s + C — í BÁ X ) dx^ 

\ 2 / J 0 s + x 

esta última provada no Teorema 2.9. Sabemos, pela fórmula de Stirling com erro de 
Stiejels, Teorema 1.15, que o módulo do erro na aproximação 

log T(s + 1) ^s + 0 Log s - s V C 

é no máximo (6|s|) -1 , para s no semiplano Re(s) > 0. Assim, 

log£(s) « + 0 Log s- (j + 0 ln2- | + C- |ln7r + Log (s - 1) + logC(s) 

= ^^Log s - | ln 27T - | + Log (s - 1) + log C(s) + C - ^ ln 2 
com um erro em valor absoluto no máximo (6|s|) -1 . Observemos que na reta Re(s) = 2 

iiogc(2 +!i )i<E^ i sE^ 

ou seja, |log£(2|É$ií)| é limitado em toda esta reta por 7 t 2 /6. Portanto, negligenciar 
este termo introduz um erro com valor absoluto no máximo 7 t 2 /6. Assim, a variação em 
log£(s) entre 2 + iT e 2 + i(T + 1) é aproximadamente 

3 T i(T +1) r . . 3 + iT . i i 1T" i(T +1) 

---Log {2 + i(T + 1)}-— Log (2 + iT) — - ln 2 tt — - + Log 1 1 . y 


- 2 Log í 2 + W + !)} **-2— Log ( 1 + ^ 


- x ln 27T — - + Log 1 + 


1 + iT 


2 + iTj 2 2 

e o erro tem módulo no máximo 2(6T) _1 +27r 2 /6. Negligenciando termos que são limitados 
para valores grandes de T a estimativa assume a forma 

1 , . 3 + iT i i 

-Log (iT) H-— rí -Log T, 

2 6 v ’ 2 2 + iT 2 6 


com um erro que é limitado em módulo para valores grandes de T. Portanto, o erro na 
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aproximaçao 




õ L °g T 


Jl+iT £( s ) 2 

é limitado em módulo quando T —>■ oo, isto é, existe uma constante absoluta C tal que 
n(T) arctan ^ ^ ln T + C, 


ou seja, 


n(T)< 


piiT + C 
arctan \ 


< 2 ln T, 


para valores suficientemente grandes de T. 


Quanto à integração termo a termo basta observar que para T fixo a série g p (í), 
com 

9p ® = (2 + iT + it-p) h 

converge uniformemente em t G [0,1] quando as raízes p e 1 — p são agrupadas, pois 


\9p(t) + 9i-p(t) | < 

< 


< 


< 


1 1 I 

2 + iT 1 -)- it — p 2 + iT 1 it — (1 — p) | 

1 1 
(2 + iT + ií — 1/2) - (p- 1/2) + (2 + iT + íí-l/2) + (p-l/2) 
2(2 + iT + it — 1/2) 

(2 + iT + it - 1/2) 2 - (p - 1/2) 2 | 


Ip-1/21 2 ’ 


para valores suficientemente grandes de |p 


Lema 2.3. Assim, 


í J2 g p^) dt 

p 


1/2| e a série Yh p I P — 1/2| 2 converge pelo 


[ 9p{t) dt i 

n 


ou seja, 


2+i(T+1) 1 2+i(T+1) x 

/ > - as — y / - as. 

J2+ÍT p S ~P p J2+ÍT s-p 


A prova deste resultado sobre a densidade das raízes da função £(s) se encontra, um 
pouco menos detalhada, em [8]. 
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Capítulo 3 


Zeros da Função Zeta de 
Riemann 


Na Introdução deste texto vimos, através da fórmula explícita de Riemann, a re¬ 
lação existente entre os zeros não-triviais da função zeta de Riemann e a distribuição dos 
números primos. O objetivo principal deste capítulo será obter algumas informações sobre 
a localização destes zeros que, no próximo capítulo, serão “transformadas” em informações 
sobre os números primos. No final de cada seção se encontram as referências utilizadas 
nas provas e no final do capítulo incluímos alguns comentários em relação ao tema deste 
capítulo. 

3.1 Zeros na Faixa Crítica 

Embora a localização exata dos zeros não-triviais desempenhe papel fundamental na 
distribuição dos números primos, para os propósitos deste trabalho não será necessário 
provar sequer a existência de tais zeros. Cada um dos teoremas que provamos e que ainda 
provaremos envolvendo estes zeros serão trivialmente verdadeiros caso eles não existam. 
Portanto, a prova do próximo teorema não será necessária ao desenvolvimento do restante 
do texto. 

Teorema 3.1. A função zeta de Riemann possui uma infinidade de zeros não-triviais. 
Prova. Na Secção 2.3 provamos que em C 
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íM-«o)n(i~) 

sendo p os zeros não-triviais da função £(s). 


Caso a função £(s) possuísse nenhum ou um número finito de zeros então, pela segunda 
destas fórmulas, a função £(s) seria a constante £(0) ou um polinómio. Em qualquer 
um dos casos existiria um número natural k tal que para n > k a função ^ 2n Hs) seria 
identicamente nula em C. Mas, 


-*jT 


’ (§ x 


(2 n)\ 


£( A ‘ 


-~nk- 

2 


^ g-irfc 3 » J 


dx > 0, 


devida a positividade do integrando. Logo, pelo Teorema A.4, 


£Oú(l/2) = (2n)!a 2n > 0. 


para todo natural n. Um absurdo. Portanto, a função zeta de Riemann possui uma 
infinidade de zeros não-triviais. ■ 

É bem verdade que esta prova não terá influência no restante do texto. Entretanto, não 
deixa de ser cômodo ver que toda a argumentação sobre estes zeros não foi “vazia”. Dentre 
as referências que consultamos, apenas [16] apresenta uma prova da existência de infinitos 
zeros não-triviais e as demais ou não provam este resultado ou provam versões mais fortes 
fazendo uso de alguns resultados que não provaremos neste texto. Para contornar este 
obstáculo elaboramos a prova acima. A Figura 3 mostra a localização de alguns destes 
zeros na reta crítica. 



É importante mencionar que o que provamos foi que existem infinitos zeros na faixa 
crítica e não na reta crítica. Entretanto, apenas se conhecem zeros na linha crítica. 
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3.2 Regiões Livres de Zeros 

É possível obter muitas informações sobre o comportamento dos primos apenas sabendo 
onde os zeros não-triviais da função zeta não estão, ou seja, por meio das chamadas regiões 
livres de zeros na faixa crítica. Aqui o termo “região livre de zero” está sendo usado com 
o sentido de conjuntos da faixa crítica que não possuem zeros. A primeira região livre 
de zeros que provaremos será a borda da faixa crítica da função zeta. Este resultado é 
conhecido como Teorema de Hadamard-de la Vallée Poussin e foi provado independente¬ 
mente por J. Hadamard e C. de la Vallée Poussin em 1896 e representou a última peça 
que faltava à demonstração do Teorema dos Números Primos [8]. 

Lema 3.1. Para s = a + itecr>lé válido que 

ln |C 3 (u)C 4 (cr + it)C(a + 2it)\ > 0 (3.1) 


TCM 


+ 4 ÇV + ii) + 
Ç(cr + it) 


Ç(a + 2it) \ < 
C(cr + 2it) J ~ 


Prova. Na demonstração faremos uso da desigualdade trigonométrica 


3 + 4 cos t + cos 2 1 > 0, 


(3.2) 


(3.3) 


válida para todo t. De fato, 

3 + 4cosí + cos2í = 2 + 4cosí + 1 + cos2í — 2 + 4cosí + 2cos 2 í = 2(1 + cosí) 2 > 0. 

Considerando as fórmulas provadas no Teorema 2.9 e usando as desigualdades (3.3) e 
Ax(n), A(n) > 0 

ln |C 3 (<t)C 4 (c7 + it)Ç(a + 2íí)| = i?elog{C 3 ((7)C 4 ((J + íí)C(^ + 2ií)} 

= ^ Ai(n)n~ a {3 + 4cos(ílnn) + cos(2í lnn)} 

> 0 


e 


Re 



4 ÇVt^ 

C(a + i 


C\a + 2 it) \ 
C(a + 2it) J 


—A(n)n a {3 + 4cos(ílnn) + cos(2ílnn)} < 0 
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O Teorema de Hadamard-de la Vallée Poussin desempenha papel fundamental nas 
demonstrações analíticas do Teorema dos Números Primos. Na verdade, provaremos no 
próximo capitulo que estes dois teoremas são equivalentes. A Figura 4 ilustra o compor¬ 
tamento bastante imprevisível de |£(s)| quando s varia na reta Re(s) = 1, o que torna 
este teorema nada evidente. 



20 40 60 80 100 


Figura 4: Gráfico de |£(1 + it)\ com t variando no domínio x e [1,100]. 


Teorema 3.2. (Teorema de Hadamard-de la Vallée Poussin) A borda da faixa crítica da 
função zeta de Riemann é livre de zeros. 

Prova. Sabemos pelo lema anterior que 

\( 3 (a)C 4 (cr + it)C(a + 2it)\ > 1, a > 1, (3.4) 


e, consequentemente, 

{(c7-l)C(<7)} 3 


C( cr + it ) r 


\((a + 2it)\ > - 


(3.5) 


Suponhamos que exista um ponto 1 + it 0 (basta considerar o caso t 0 ^ 0) na re ta vertical 
Re(s) = 1 tal que £(1 + it 0 ) = 0, teríamos então 

Mm C(g + Íto) = lim C(g + ao) ~ C(1+ao) =C '(l + a 0 ). 


Do fato que s = 1 é um polo simples de C(s) com resíduo 1 e da observação que seguiu à 
Definição A.4 decorre que 

hm(í7-l)C(ff) = 1. 

Como consequência destas duas últimas igualdades e (3.5) teríamos 


lim + |C'(1 + ií 0 )| 4 • IC^ + 2iío)| = oo, 

um absurdo. Isto foi consequência de supormos a existência de um ponto 1 + it 0 tal que 
£(1 + it 0 ) = 0. Logo, a reta vertical fí,e(s) = 1 é livre de zeros da função £(s). Pela 
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simetria dos zeros desta função em relação ao ponto s = 1/2 a reta vertical Re(s) = 0 
também é livre de zeros, em outras palavras, a borda da faixa crítica é livre de zeros da 
função CO)- ■ 

O próximo teorema é uma consequência imediata do Teorema de Hadamard-de la 
Vallée Poussin. 


Teorema 3.3. Existe um aberto A contendo o semiplano Re(s ) > 1 tal que a função 


é analítica em A. 


F(s) = 


CO) , 1 

co) s -1 


Prova. Seja s = 1. A função CO) possui um polo simples com resíduo 1 no ponto s — 1 
e, deste modo, pode ser representada em A*(l,r), para algum r > 0, como 


CO) = 


/O) 


sendo /(s) analítica e não se anulando em nenhum ponto de A(l,r). Com isto, 

CO) _ f 0)_i_ 

CO) /O) s 

ou seja, 

(j /O) 

em A*(l,r). Definindo F(l) = /'(l)//(l), a função F(s) será analítica em A(l,r), já que 
/O) n ão se anula na vizinhança A(l,r). 


Seja s ^ 1 um ponto em Re(s) > í. Pelo Teorema de Hadamard-de la Vallée Poussin 
e o produto de Euler ((s) não se anula neste ponto. Devido ao Teorema A.9 existe r > 0 
tal que CO) n ã° se anula em A (s,r). Portanto, a função F(z) também é analítica em 
A(s, r). 


Provamos que dado qualquer ponto s em Re(s) > 1 existe um real r s > 0 tal que F é 
analítica em A (s,r s ). Seja A o conjunto aberto 


A = [J A(s,r s ), 


com s variando em Re(s) > 1. A função F é analítica no aberto A que, evidentemente, 
contém o semiplano Re(s) > 1. m 

Uma consequência deste teorema que será utilizada posteriormente no texto é que a 
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função 


C'(g) 1 

C(<7) <7-1 


é limitada em [ 1 , 2 ] e, com isto, podemos garantir a existência de uma constante absoluta 
M tal que 



em [ 1 , 2 ], 


Pelo Teorema de Hadamard-de la Vallée Poussin sabemos que para qualquer zero não 
trivial p é válido 0 < Re(p) < 1. A próxima região livre de zeros que será provada melhora 
esta desigualdade para as raízes com parte imaginária maior em valor absoluto que uma 
certa constante positiva. 

Teorema 3.4. (Teorema de De la Vallée Poussin) Existem constantes absolutas C > 0, 
T > 1, tais que 



para todos os zeros p = @ + zq em 7 > T. 
Prova. No Teorema 2.10 provamos que 



e, pelo Teorema 1.16, sabemos que 


para \s\ suficientemente grande em Re(s) > 0. Desta última desigualdade podemos con¬ 
cluir que 



também para |s| suficientemente grande em Re(s) > 0. Escrevendo s = a + it para s na 
faixa 1 < <7 < 2 obtemos 
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y/{<r-l ) 2 + í 2 


+ lnVW 2) 2 + (í/ 2) 2 


o^Tí 2 
2 2 


= 2fa t + 1. ^ , + <^V ,_,__ 

, Vl + (í/ 2) 2 2 2 

< 2 ln é + ln —- 1 - -= H- — ln t 

t v 7 / 2 vTTí 2 

< 21 nt, 

para t > T, em que T > 1 é alguma constante absoluta. Nestas condições 

*(£4} = v ne (_u - ige | -L-+ } + » h , 

lC(s)J y' \ s -pJ l 5 - 1 2 r(a/2 +1) / 2 

> Yüe —-— lní+^ln7T. 

“ V V s-p) 2 

Sabemos, pelo Lema 3.1, que 

Re ( 3 gM + /' (<T + + C ' (<T + } < 0. (T > 1. 

I C(ff) C(* + *f) <(cr + 2*t)J 

Destas duas últimas desigualdades e da observação que sucede ao Teorema 3.3 é possível 
concluir que 

0 >--T' + y^ Re ( --- ) — 41ní + V Re ( --- ) — ln2í + Cu 

- (7-1 y* \a + it — pJ y> \a + 2it- pj 

para uma constante absoluta Ci, 1 < a < 2 e t > T. Para qualquer zero p a parte real 
dos termos das séries são positivos quando 1 < a <2. Portanto, 


0 >- 3 - + Re ( -— 

a — 1 \a + zt — p 


— 41ní — ln 2 í + Ci, 


3 51n£ / 1 

P ~a — R& ( 


Ci — ln 2 


4(a-l) 4 ~~ \a + it- pj 4 

para 1 < tx < 2 e í > T. Podemos encontrar uma constante absoluta C 2 independente de 
a,t e p tal que 

+ C 2 ln t > Re 


4((7 - 1) 


a + it — p 


Seja p = f3 + ij, com 7 > T, colocando t = 7 na última desigualdade obtemos 
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em 1 < a < 2. Portanto, 


{ 4 ( 0 - 3 - 1 ) +C ^} = 


4(a — 1) — (a — 1) + 4(cr — 1) 2 C 2 ln 7 


ou ainda, 

Cs — i)<(a —í)- 
Desta maneira, 

\ 3 + 4A ) C 2 ln 7 ’ 

com À = (cr — 1)(72 lri 7 . Fixando À tal que À — 4A 2 > 0 e A < C 2 ln T segue que 


3 + 4(cr — l)( 7 2 ln 7 3 + 4 (cr — l)C 2 ln^ 

^1_/A-4A 2 A 1 


/ A-4A 2 \ 1 

\3 + 4(7 2 lnT/ C 2 ln 7 ’ 


isto é, 


com C = 


A-4A 2 

3C2+4C|lnT' 




O Teorema 3.4 foi provado por de la Vallée Poussin em 1899 [ 8 ]. Este teorema nos 
permite afirmar, levando-se em consideração a simetria dos zeros não-triviais da função 
zeta de Riemann em relação ao ponto s = 1/2 e o eixo real provada no Teorema 2.5, que 
existem constantes positivas absolutas C e T tais que para todo zero p, com |q| > T, é 
válido 

C _ C 

ln| 7 | < < ln | 7 |' 


Em relação ao Lema 3.1, a prova da equação (3.1) se encontra em [16] e da equação 
(3.2) em [ 8 ]. As demonstrações dos Teorema 3.2 e 3.4 que apresentamos se encontram em 
[16] e [ 8 ], respectivamente. 


3.3 Comentários 

Finalizaremos este capítulo com alguns comentários sobre os zeros não-triviais da 
função zeta. Em 1859 Riemann fez várias afirmações sobre a distribuição destes zeros. 
Entre elas 

(i) O número n(T) de zeros de ((s) tais que 0 </ 3 <le 0 < 7 <Tétal que 
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(ii) O número n 0 (T) de zeros de C(s) tais que /3 = 1/2 e 0 < 7 <T étal que 

n 0 (T) = {1 + o(1)}t^; ln 27r ' 

(iii) (Hipótese de Riemann) Todos os zeros não-triviais verificam Re(p) = 1/2, em outras 
palavras, estão sobre a reta crítica. 


A afirmação (i) foi provada por von Mongold em 1905 e é conhecida como fórmula de 
Riemann-von Mongold. Uma prova deste fato pode ser encontrada em [ 8 ], [12] e [19]. 

A afirmação (iii), a Hipótese de Riemann, foi verificada para os primeiros um trilhão 
de zeros na faixa crítica com parte imaginária positiva [2]. Em matemática isto é apenas 
uma evidência mínima. A afirmação (iii) implica em (ii). Pois se a Hipótese de Riemann 
for verdadeira então, usando a afirmação (i), 

T T T T T ÍT T\ T T 

n 0 (T) = n(T) = _ ln---+0(lnT) = ^ln-+o UhU = {1+0(1% 


Nos últimos 150 anos inúmeras tentativas de provar as afirmações (ii) e (iii) foram 
feitas por grandes matemáticos. Embora as afirmações (ii) e (iii) ainda não tenham sido 
provadas algum progresso foi realizado. Existem muitas métodos de abordar estes proble¬ 
mas. Comentaremos os avanços obtidos em dois destes métodos. O primeiro consiste em 
estudar a densidade do conjunto dos zeros da função zeta sobre a reta crítica em relação 
ao conjunto dos zeros não triviais através do conjunto O dos números C tais que 


C< 


Uq(T) 

n(T) 


< 1 , 


para T >T 0 (o valor fixo T 0 depende de C ). Evidentemente O é não vazio já que 0 <G O. 


O matemático inglês G. H. Hardy provou em 1914 que a função zeta possui infinitos 
zeros na reta critica e em 1921, em colaboração com Littlewood, provou que o número de 
zeros n 0 (T) na reta crítica é ao menos C\T para alguma constante positiva C\ e T > T 0 e 
em 1942 o matemático escandinavo A. Selberg melhorou o resultado de Hardy e Littlewood 
para C 2 T\nT, para T >T 0 . Provas destes resultados podem ser encontradas também em 
[ 8 ], [12] e [19], 

Observemos que os resultados de Hardy e Hardy-Littlewood não são suficientes para 
se concluir a existência de C > 0 em O. Entretanto, como consequência do resultado 
de Selberg pode-se afirmar pela primeira vez que a densidade do conjunto dos zeros da 
função zeta sobre a reta crítica em relação ao conjunto dos zeros não-triviais é positiva, 
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já que para T > T 0 , 

n 0 (T) ^ C 2 T\nT 

n(T) ^ 5 lni_'X_ O (ln70 


27rC' 2 TlnT 
{l + o(l)}TlnT 


— {1 + o(1)}27tC' 2 , 


ou seja, 


2ttC 2 — e G íl, 


para todo e > 0. Devemos ressaltar que o valor 2nC 2 encontrado por Selberg era muito 
pequeno [19]. 

O matemático N. Levinson provou em 1975 que C & 0.3474 G D. Isto diz que mais 
de um terço dos zeros não triviais da função zeta de Riemann estão sobre a reta crítica. 
O valor de C foi melhorado por vários matemáticos e atualmente chega a ser maior do 
que 2/5. Entretanto, ainda não é possível sequer afirmar que mais da metade dos zeros 
estão sobre a reta crítica [12] e [4], 

É fácil constatar que a Hipótese de Riemann é equivalente alGÍl. Por outro lado, 
sup Q = 1 é equivalente à afirmação (ii). Isto dá uma idéia da força das afirmações (ii) e 
(iii) e do distante que ainda se está de prová-las através desta abordagem. 

O segundo método de abordar estas questões consiste em provar que certas funções 
não-negativas / : [T 0 , oo) —> M com T 0 fixo dependendo de /, são tais que para todo zero 
p — /3 + * 7 , com |q| > T 0 , 

/(ItI) < P < i - /(M). (3-6) 


Observemos que os Teorema 3.2 e 3.4, provados por Hadamard e de la Vallée Poussin 
em 1896 e por de la Vallée Poussin em 1899, respectivamente, garantem que as funções 
f(t) = 0, T 0 = 0 e f(t) = CTn -1 f, para algum T 0 , satisfazem (3.6). 

Durante todo o século XX os matemático procuraram encontrar estas funções com 
ordem de decrescimento cada vez menor. Os matemáticos Weyl, Hardy, Littlewood e 
van der Corput desenvolveram métodos que permitiram a obtenção da função f(t) = 
C'(lní) _1 (lnlnt). Através do Método de Vinogradov-Korobov os matemáticos I. M. Vino- 
gradov e N. M. Korobov obtiveram em 1958 a melhor função conhecida atualmente 
f(t) = C (ln l) ~ 2 / 3 (ln ln í) P 3 . Uma prova deste último resultado se encontra em [12]. 

Todas as funções / que foram obtidas são tais que 
lim f(t) = 0, 
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ou seja, permitem a ocorrência de 

sup{/3} = 1 

p 

e, consequentemente, a existência de zeros arbitrariamente próximo à borda da faixa 
crítica. A Hipótese de Riemann equivale a f(t) = 1/2 — e e T 0 = 0, para qualquer e > 0. 
Mostrando que por esta abordagem também parece estar longe de ser demonstrada. 



Capítulo 4 


Teorema 


dos Números Primos 


Neste capítulo apresentaremos duas demonstrações juntamente com uma generaliza¬ 
ção do Teorema dos Números Primos. Outro objetivo será provar um resultado rela¬ 
cionado à importante relação entre regiões livres de zeros da faixa crítica da função zeta 
e o comportamento assintótico da função n(x) — Li(x). Obter assintotas com ordem de 
crescimento cada vez menor para esta função é um assunto que ainda está longe de ser 
resolvido completamente. No final de cada seção apresentaremos as referências bibliográ¬ 
ficas utilizadas nas demonstrações e finalizaremos com alguns comentários em relação aos 
resultados deste capítulo. 

4.1 Formas Equivalentes ao Teorema dos Números 
Primos 

O Teorema dos Números Primos é a afirmação 

7r(x) ~ x/lnx, x —>■ oo, 

sendo 7r(x) a função que conta o número de primos entre ler para x > 1. Na Introdução 
do texto mencionamos a equivalência lógica entre este limite e determinadas propriedades 
assintóticas envolvendo as funções ú(x), ip(x) e Li{x). As duas primeiras funções são 
conhecidas como funções de Tchebyshev e definidas para x > 1, respectivamente, por 

ú(x) = ^ lnp 
e 

lnp ’ 

p m <x 


4-1 Formas Equivalentes ao Teorema dos Números Primos 


com p primo e m natural. Enquanto a terceira é conhecida como função integral logarít¬ 
mica e definida por 



Em muitos textos a afirmação 

7r(x) ~ Li{x), x —> oo, 

também é conhecida como Teorema dos Números Primos. Nesta seção provaremos que: 

Teorema 4.1. As afirmações 

( i ) 7r(a:) ~ x/ln(x), x —>■ oo. 

(ii) õ(x) ~ X, x —> oo. 

{Ui) tt{x) ~ Li{x), x — >■ oo. 

(iv) 1p(x) ~ X, X —>■ oo. 

são equivalentes. 

A prova será feita com a ajuda de dois lemas. 

Lema 4.1. (Identidade de Abel) Sejam m um número natural, a{n) uma função aritmética 
verificando a(n) = 0 para todo n < m e 


A(x) = ^a(n). 


Se a função f : [m, x] —> R for C^m, x\, com m < x, então 





Prova. Se k = [x\ então 


k 


«w/w = J2 a ( n )f( n ) 




k 


J2{A{n)-A{n-l )}f(n) 


k 


k -1 


J2 A (n)f{n)- J2 A{n)f(n + 1) 
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= ^A(n){f{n)~ f{n+l)}+A{k)f{k) 

k —1 rn+l 

= J f(t)dt + A(k)f(k) 

= - Ç A(t)f'(t)dt + A(k)f(k) 

= A(x)f(x ) - J A(t)f(t)dt. 

É importante observar que na última igualdade usamos o fato que 
A(k)f(k) = A(k)f(k) +J X A'(t)f(t)dt 
= A(x)f(x) - j A(t)f(t)dt , 

já que A'(t) = 0 em [k, x\. 


Lema 4.2. Para todo x >2, 


, , t d(x)—x f x, â(t) — t 1 2 
w lnx A íln 2 í ln 2 


d(x) = x+ \n(x){n(x) — Li(x)} — í — Li(t) A 

J 2 í 

Prova. Definindo a função aritmética 

í lnn, 

O( " )= \o, 

podemos escrever por meio da identidade de Abel, com as escolhas m = 2 e f(t) = 1/lnf, 

^) = E “WW = 1*7 + / 

Por outro lado, integrando por partes, 

T .. . /' x dí x 2 f x t , 

LiW= y 2 w = i^-k2 + y 2 ^ dí - 


se n for primo 
caso contrário 


(4.1) 

(4.2) 


Logo, 


7í(x) = Li{x) + - 


lnx 




t\n 2 t ln2' 


Para a segunda fórmula basta uma aplicação da identidade de Abel com a função f(t) = 









4-1 Formas Equivalentes ao Teorema dos Números Primos 


ln t e a função aritmética 


a(n) = 


1, se n for primo 
0, caso contrário 


e encontraremos 


í?(x) = a(n)/(n) = ln(x)7r(x) — f dt. 

n<x ^ t 

e uma integração por partes mostra que 

J Li(t ) _ _ J fâ — ln [x)Li{x] — x + 2 

d(x) = x+ \n(x){n(x) — Li(x)} — í dt — 2. 

J 2 t 


Portanto, 


Prova do Teorema J h l. Comecemos provando que Li(x) ~ xfbxx. Por uma integração 
por partes encontramos 


dt 

ln 2 1 


t • / \ [ x dt x 2 [■ 

u ( x )= J 2 üí-eí-es+JL 

screver 

f x dt dt f x dt 1/2 . ( 


Para x > 4 podemos escrever 

f x dt f^ dt 

-N^m~ u[x ''' ,+u w x 

já que a função 1/ ln 2 f é decrescente em [2, x\. Desta maneira, 


«W/i^ + ofej+oCL 


lim Li(x)/--= 1, 

x—hx ln x 


Li(a?) - 


lnx' 


(4.3) 


Primeiramente provaremos que (i) implica em (ii). A fórmula (4.2) implica em 
d(x) . . x x 1 f x i r(í) 1 f x Li(t) 2 

— = 1 A 7r(x)/ - Liix) -/ -j - l dt +- — j-^-dt - . 

x ln x ln x x J 2 t x J 2 t x 


Se (i) for verdadeira, então 
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e por (4.3) 


L Kt) _ Q 

t 



Desta maneira 


ú(x) 

x 


1+ ~ Li(x)/ ^ + \° (1 sh*) 


1 + 7r(x)/ 


lnx 


- Li{x)/ 


x 

lnx 


+ o 



2 

x 


2 

x 


Portanto, a validade de (i) implica em 


x 

em outras palavras, em (ii). Passemos à prova que (ii) implica em (iii). Se (ii) for 
verdadeira, então, pela fórmula (4.1), 

n(x) = £í(*> + °(j^)+°(/ 

= Li(x) + o + o {Li(x)} 

Usando novamente (4.3) provamos que 


7r(x) 
o Li(x) : 


ou, equivalentemente, (iii). Provaremos agora que (iii) implica em (i). Isto é imediato, 
pois se (iii) for verdadeira então 


lim 7r(x)/-- 

z— kx> ln x 


7r(x)/Li(x) 

i 


V ^(x) 
lim 

x—too Ll(x) 


= 1 


e (i) será válida. Por último provaremos que (ii) e (iv) são equivalentes. Da definição das 
funções ip(x) e ú(x) constata-se que 




sendo a soma sempre finita para qualquer x > 1. Pois, para todo m > log 2 x temos 

0 < ú(x 1/m ) = ú(2^^/ m ) = 0, 
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já que 2 ( log2x ^ m < 2. Portanto, 

[log 2 *] 

Desta fórmula decorre que 

[log 2 x] 

0 < x) — $( x) = ^ $( x 1 / m ) 

m=2 

e levando-se em consideração as desigualdades 


segue que 


i9(x) = ^lnp < ^lnx < xlnx 

p<x p<X 


[log 2 x\ 

0 < ijj{x) — d(x) < x 1 ^ m la(x 1 ^ m ) < (log 2 x)\/ílnVx = 

m =2 


y/xllíX 
2 ln 2 


lnx = 


vór ln 2 x 
21n2 


0 < ÉM u ÉM < ln x 


2^iln2‘ 


Assim, 


ij){x) i?( x ) 


}- 


lim | 

Portanto, (ii) e (iv) são equivalentes. ■ 

As provas dos Lemas 4.1, 4.2 e Teorema 4.1 podem ser encontradas em [1], O segundo 
destes lemas está provado em [1] na forma 


i?(x) f i?(£) 

7r(x) = - - - + / 2 dt 

w lnx A íln 2 í 


$(x) = ln(a:)7r(x) — f dt. 

J 2 í 

Optamos por acrescentar a função Li(x) nestas fórmulas. Isto será importante na Seção 
4.8. Uma prova direta da equivalência entre (i) e (iv) pode ser encontrada em [16]. 
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4.2 Estimativa para a Derivada Logarítmica da Função 
Zeta de Riemann 


Esta seção será dedicada exclusivamente à obtenção de uma estimativa para o valor 
absoluto da função Ç(s)/Ç(s) na faixa 1 < Re(s) < 2. Esta estimativa será crucial numa 
das provas do Teorema dos Números Primos que apresentaremos na próxima seção. 

Teorema 4.2. Na faixa 1 < Re(s) < 2 é válido 

= 0(ln 9 |f|), |f| y oo 

uniformemente em relação aos valores de Re(s). 


Prova. Comecemos por obter estimativas para C( A ')I e ICO 5 ')! na faixa 1 < R.e(s) < 2. 
Assumindo que Re(s) > 1 podemos escrever 


M 

cw = E 


i 

n s 


+ Ê 


1 

n s 


E 1 + lim E 

n s N ->oo ^ 
n= 1 n=M +1 


1 

n s 


e utilizar a fórmula da soma de Euler-MacLaurin, com m = 1, para somar Y1m +i n s > ou 
seja, 

M 1 ( Í N 1 f N — } 

((s) = y -h lim < / x~ s dx + ~(N~ S — M~ s ) — s / B 1 (x)x~ s ~ 1 dx\ 

Aí" _s "i P oo 

= Y -1--— -M~ s — s / B í (x)x~ s ~ 1 dx. (4.4) 

~l nS s 1 2 

O último membro destas igualdades é uma extensão analítica da função zeta à região 
Re(s) > 0. Podemos utilizá-la para estimar |C(s)| no conjunto 


1<ct< 2, f > 1. 


(4.5) 


Escolhendo M = [t], temos 


| C(s) |<yl + , 

àí n vV-i ) 2 + * 2 




|C(s)| = O(lní), too. 


(4.6) 
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Derivando (4.4) em relação a s encontramos 

... Aln n M 1 ~ s \nM M 1_s 1, 

-(Í3iji + 2 M lnAÍ 

— / + s / Si(x)a; _s_1 lnx dx. 

Jm Jm 

De forma semelhante à feita com £(s), podemos estimar |C / (- s ) I no conjunto (4.5) por meio 
da última igualdade. Assim, 


10)1 < |n A +: 


HA , MM , 1 

1 \9 i -i.9 I 


vV - i ) 2 + f 2 W" (ff-i ) 2 + « 2 
+-4744 + C(Iní), 


isto é, 


|C 7 (s)| — 0(ln 2 í), í —> oo. (4.7) 

Observemos que na obtenção do termo O(lnt) usamos uma integração por partes, ou seja, 

I sf Bi(x)x~ s ~ 1 \nx dx\ < Ver 2 + t 2 [ dx = Vcr 2 + f 2 ( + f -^=0(ln£). 

I J[t] I J[t] V M J[t] x 2 ) 

Obteremos a seguir a estimativa 

1/C(s) = 0(ln 7 í), 1 < o < 2, t —>■ oo. (4.8) 


Na argumentação que segue sempre suporemos que í > e. Comecemos por escrever (3.4) 
como 

|C(<T + «)| - tC(°-)} 3/ *IC(g + 2 «t)l V *. 1<<T<2. (4.9) 

Devido ao polo de £(s) em s = la função (cr — l)C(cr) é limitada no intervalo 1 < cr < 2 
por uma constante positiva M. Portanto, 

M 

C(o-) <- 7 , 1 < a < 2 . 

cr — 1 

De (4.6) decorre que C(cr + 2 it) = O(lnf) para 1 < a < 2. Assim, existe uma constante 
positiva Ci tal que (4.9) pode ser escrita na forma 

1 ^ (M 3 / 4 Ci) ln 1/4 1 

\((a + it)\- (a -1)3/4 : 


1 < 0- < 2, 
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e outra constante positiva C 2 tal que 

+ 1 < < 2 . 

Mas esta última desigualdade é verificada trivialmente para cr = 1. Logo, 

|C(<7 + rt)l > C ^i/^ 7 » ( 4 - 10 ) 

Seja À um número satisfazendo 1 < À < 2. Se ocorrer 1 < cr < A, então por (4.7) 

|.Ç(cr + it) — C(A + it)\ < J \Ç'(u + it)\du < (X — a)C 3 ln 2 t < (X — l)C 3 ln 2 1, 
com C 3 sendo uma constante positiva. Esta desigualdade e (4.10) levam a 

ICO? + it) | > |C(A + it) I - |C(<T + it) - «A + it) I > - (A - 1)C 3 ln 2 i 

válida quando 1 < a < X. Caso ocorra À < a < 2, por (4.10) e (a — l) 3 / 4 > (A — l) 3 / 4 

K(a+M)l ~ C t4 3/4 - C ’ 2( . A L 1 / /4 - - !) C 3ln 2 t 


ln x ' 4 t 


Em resumo, 


| C(tf + ft )|>e^a-(A- l)C 3 ln 2 t, 1 < cr < 2, 

para qualquer A satisfazendo 1 < A < 2. Existe t 0 > e tal que para todo t > t 0 , 

' C 2 V 1 


(4.11) 


0< 


- < 1 . 


\2C 3 J ln 9 1 

Dado s = a + it, com l<cr<2ef>í 0 , podemos escolher 


* = !+('£ 


em (4.11). Assim, 

|C(cr + Ü ) | > 2 

permitindo a conclusão 


2C 3 J ln 9 1 
(C 2 /2C 3 ) 4 C 3 (C 2 /2C 3 ) 4 C 3 _ {C 2 /2C 3 fC 3 


ln 7 f 


ln 7 í 


ln 7 1 


1/C(s) = 0(ln 7 í), 1 < cr < 2, t —> oo. 
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Juntando (4.7) e (4.8) obtemos 

C{s)/C{s) = 0(ln 9 í), 1 < o < 2, t —>■ oo, 

e pelo princípio de reflexão de Schwartz provamos que 

C'(s)/C(s) = 0(ln 9 |í|), 1 < o < 2, |í| —» oo. (4-12) 

Como todas as constantes obtidas durante a demonstração são independentes dos valores 
1 < cr < 1 a estimativa é uniforme em relação a R.e(s). m 

Esta prova é a simplificação de uma prova um pouco mais geral que se encontra em 

[!]• 

4.3 I a Prova do Teorema dos Números Primos 


As provas que apresentaremos ao Teorema dos Números Primos possuem essencial¬ 
mente a mesma filosofia. Provaremos que na equação 
r X 

J ip(t)dt = — + R(x) (4-13) 

ocorre R(x) = o{x 2 / 2), quando x —» oo. Isso provará que 

f x x 2 

J mdt~ Y 

e, em virtude do Lema 1.5, teremos provado que 


ij)(x) ~ x, x —> oo, 


que como sabemos é equivalente ao Teorema dos Números Primos. A diferença entre os 
métodos de prova estará nas ferramentas que serão empregadas na prova que R(x) = 
o(x 2 / 2) em cada caso. Nesta seção forneceremos uma destas provas. 


Lema 4.3. Para quaisquer x > 1 

J if>(t)dt = 

Prova. O segundo integrando em 

j_ r a+io ° f C(s) \ x s+í 
2tTÍ J a—ioo l C(s)J«(«+l) 


e 1 < a < 2 fixos é válido 

j_ r a+io ° f Ç(s)\ 

27TÍ J a _ ioo \ C(s) J 


s(s + 1) 


ds= L r (_ <*(■+«) i 

c («+*)/ 


(o + ií)(o + 1 + ií) 


dt, 
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é dominado a partir de um certo t 0 > e, em vista da estimativa (4.12), pela função 
integrável em \t\ >t 0 

log 9 \t\ 1 

|í|V2 |í13/2 ' 

Com a expansão 

C'( g ) = V- -M n ) 

C(s) n s 


provada no Teorema 2.9, podemos escrever 

r a+io ° f Ç(g)| x s+1 _ _x_ r~ 
2ni Ja-ioo l C(s)J«(« + l) S 2 m J a _, 


s(s + 1) n‘ 


T^-ds. 

n s 


Afirmamos que a integração pode ser feita termo a termo (Isto será provado no final da 
demonstração). Logo, pelo Lema 1.2, 

-L r-Aèi = aea(«) rA- 

2m J a _ ioo \ Ç(s) j s(s + 1) 27H « ' Ja-ioo s ( s + 1) 

= 

Usando a identidade de Abel com f(t) = x — t, m = 1 e a(n) = A(n) podemos obter 
^A (n)(x — n) = / ^A(n)dí= / ^ ln p dt = / 

n.<cr. J 1 n.<i. ^ 1 ^ 1 


^Ja-ioo l C(s)/«(S+1) J 1 

Falta apenas provar a integração termo a termo. Definindo 

^ . í /•“+ 100 ds r a ~ tr x s ds | 

n [Ja+ir s(s + l)n s + J a _ ioo s(s + l)rUj’ 

t que 

}| 


(4.14) 


s(s + 1) 

para r > 0. I r está bem definido, já que 

I.. , f r a+io ° x s ds r 
| U {Ja+ir S{S + 1 ) n s + J a _, 


r x s ds ) 
j s(s + 1) n s 
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2x a A(n) f í°° dt 

~ n a \J r +1) 2 + í 2 

* ^(/l) 

2x a A (n) 
r n a 

e a série 

-Mn) 

n 77,0 

é convergente, pois 

A (n) ln(n) 1 C 

Tl a 77,( a— 1)/2 77,( a +l)/2 77,( a +l)/2 ’ 

com C constante. Assim, 

_ . y-v 2x a A(n) _ 2x a y-v A(n) 
r _ “í rn “ r n “ 


lim I r = 0. 

Para cada natural n definimos 


fn(t) = - 


A(n) 


íe[-r,r]. 


(a + íí) (a + 1 + íí) n tt+i * 

A série de funções f n (t ) converge uniformemente em [—r, r] já que 

x a A(n) x a A(n ) 


|/n(í)| < 


(a 2 + f 2 ) n Q 


E x a A{n) 
n a 


é convergente e independe de f. Logo, pelo Teorema A. 12, 
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/: 


•a+ioo » A ( n ) 

> —^ds = 

n s 


s ( s + !)~l nS 


= Hm J 'jr,f n (t)dt 


HmX^y fn(t)dt 


fn(t)dt - Ir 


= g/> 


0 x s ds 
s(s + 1) n s ’ 

ficando provado que a integral e o somatório podem ser invertidos. 

A outra peça da demonstração é o próximo lema. 

Lema 4.4. E válido que 

J_ f 2+io ° x s+1 f Ç(s)} J _x^ /**' 

J 2 -i oo s(8 + 1) l CO) ) S 2 + 0 V 2 


Prova. Observemos que 

/■2+ioo ^s+l 

27 ri 


l r°° * s+i {ém dc r 

™ J 2 -Í 00 s{s + 1) \ CO) / 2 ni J 2 _, 

x r 2 - 

-ãsl 




s(s + 1) c0) 

2+ioo f£M _i_L_ 


s(s + 1 ) \ C(s) s — 1 S- 


ds 




s(s + l)(s — 1) 


= — r 

27T7 J 2 _, 

r 2+i °° X s f ç'Q) 1 } 

27 Ti J 2 -Í 00 s ( s + 1) l CO) + S- 1 J 


s(s + 1 )(s + 2) 


X_ r 1+! 

27T7 7i_ ío 

í 2+ÍO ° XS ÍC ; (% 1 ) c 

2ttí J 2 _ ioo s(s + 1 ) \ CO) s - 1 / 


Aplicando o Lema 1.2 no primeiro somando da última igualdade obtemos 

/•2+ioo ^s+l 

27 vi J 


1 r 2 + io ° x s+ 1 r C ' 0 ) 1 _ / ! y 

2ttz' jL s(s + l){ CO) J S 2 ( xj 


>)» 
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Provaremos que 

/■2+ioo 


x r' M 

R(x ) = / 

2 th J 2 _ i 


.m+j- 


3 fC 7 ^) 1 

s ( s + !) I C(s) 


t}- 


J2—ioo s(s+Í)lC(s) S- 

Pelo Teorema 3.3 a função 

F( s ) = - 


T }-£ 


-® + T. 


«(s + iJlCís) S 






t( 


s(t+i)\c(s) S- 

é analítica num aberto A contendo o semiplano Re(.s) > 1. Integrando F(s) sobre o 
retângulo com vértices 2 — ir, 2 + ir, 1 + ir e 1 — ir obtemos, pelo Teorema de Cauchy, 


0 


-i 


./çm+j- 


2—ir »(» + 1) I C(») S - 


+ r 

Jl+ir 


J 1+ir s{s + l)\ç{s) s 

= h + h + h + ^4- 


i} ds + í 


-JÇW +J_ 


2+ir s ( s + 1) 1 C( s ) r a- 


Jç&L 


s(s + 1) l C(s) s 


T }i. 


A função F(s) assume valores reais quando s é real e satisfaz, em 1 < Re(s) < 2, 


Portanto, pelo Teorema A.8, 


lim 

r r2 +ir p2—i 

/ \F(s)\ds+ / 


r-Hx> 

{Jl+ir J 1—ir 

J 

lim 

{/ |F(cr + zV)|dcr + J 

\F(a-it)\dc 

lim 

J 2 \F(a + ir)\da 


lim 

CTog 9 |r| 

M 2 


0. 



Logo, 


lim Ji + I 3 — 0, 


/■ 2+í 

J 2-1,0 


}*•=£ 


s(s + 1 ) \ C( s ) s 


’ /gw + J-L 

»(»+l)UW a-lj 
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Podemos escrever então 


R{x) 


X 


3 x 8 í c ; w . 

s ( s + 1 )lC(s) * 


h)- 


,üiogx r c'(i + *í) 

27r U (1 + it)(2 + it) \ C(1 + it ) 


i} £ 

it J 


e aplicar o Lema 1.4 à função 

m = 


i r qi+rt) 

(1 + it)( 2 + íí) \ C(1 + *í) 


Í}' 


com À = logx, obtendo 


Portanto, 



x —> oo. 


1 r 2+io ° x s+1 f C'(s)], x 2 

27T zJ 2 _ ioo a(a + l) l CWJ 2 



Logo, estes dois lemas juntos provam o Teorema dos Números Primos na forma 
ij)(x) ~ x, x —> oo. 

Este esquema para provar o Teorema dos Números Primos está desenvolvido em [16]. 
Apenas acrescentamos detalhes tais como a prova da integração termo a termo no Lema 

4.3 e a prova que o caminho de integração poderia ser mudado da reta Re(s) — 2 para 
Re(s) = 1 na avaliação de R(x) no Lema 4.4. Observe que fizemos uso do fato que a 
função zeta não possui zeros na borda da faixa crítica através do Teorema 3.3. 

4.4 Fórmula para J* \jj(t)dt 

Na seção anterior vimos que a informação Re(p ) < 1 implica em R(x) = o(x 2 / 2) em 
^(t)dt=~ + R{x). 

Nesta seção provaremos uma fórmula que permite obter R(x) em dependência das raízes 
p. Por meio desta fórmula poderemos fornecer, nas próximas seções, uma segunda prova 
do fato que R(x) = o{x 2 / 2) e uma generalização do Teorema dos Números Primos. 
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Teorema 4.3. Para x > 1 é válido que 
í x r 2 t.p +1 


-E 


P(P+!) 

Prova. Esta fórmula pode ser provada avaliando 

i r a+io ° f c'(«) 1 ^ s+1 

^iJa-ioo l CWJ ^+ 1 ) 


^ 1 - 2w C / (0) T . C'M) 

2n(2n — 1) <(G) CM)' 


(4.15) 


de duas maneiras diferentes. Já sabemos, pelo Lema 4.3, que uma destas avaliações 
resultará em J* ijj(t)dt. Usando as fórmulas para a derivada logarítmica da função zeta 
provadas no Teorema 2.10 podemos escrever 


C'(0) x s+1 z s+1 
' C(0) í 2(s - 1) 


f C'00] 

x s+1 

í cm 

1 COO J 

* s(s + 1) 

1 COOJ 


5 — 1 ^ p(s — p) 

X s+1 

' (p+l)(s-p) 


2 n(s + 2 n) 

E ^.s+1 ___ ^.s+l 

_ x _v_ 

(o 4- llf.s — o) ^{2 n— 


C'(-l) X s+1 


(2n — l)(s + 2n) £(-!)** 1 


2 S+1 C'(°) ^ s+1 CM 1 ) ^ s+1 

2 (« - 1 ) " àsé #* C(-I)s + 1 




A outra maneira de avaliar a função em (4.15) será através desta fórmula para o inte¬ 
grando, ou seja, 

j_ r +ioo í_m \j*E_ ds 

27T iL ioo \ C{8) I s(s+l) 


i r a+io ° f x s+1 

27ri J a _ ioo \ 2(s- 1 


C'(0) 


C'(-l) x s+1 
"C(-i)« + i 


_^ ^ X o ' 

E 2u(2u — l)(s + 2n) E p(p _|_ l)( s — p) J ^ S ' 

Os termos do integrando que não representam séries podem ser facilmente calculados com 
a ajuda do Lema 1.1, já que 


1 ça+ico f 

2tTÍ Ja—ioo X 


C'(0) x s+1 CM 1 ) xS+1 

2(s - 1) -1(0) — + C(-l)> + 




-ds 


1 r +i °° x ’A c'(°) _l ( 1 r + ‘°° x ’ +l j \ ci- 1 ) _ _ m c'(-i) 

2« s 7 C(0) Z V 2n% s + 1 7 Ç(—1) 2 f(0) 1 {(-1)' 

Assumindo que a integração dos termos que envolvem séries possa ser feita termo a termo, 
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então com a ajuda do Lema 1.1, obtemos 


1 /■«+- f x s+1 ^ z s+1 

27tí i a _ ioo | “ 2n(2n — 1)(s + 2n) ^ p(p + 1 )(s — p) 

x l-2n / ra+ioo x s+2n X _ x p+l / ra+ioo X s- P ^ 

^2n(2n—l) \2m J a _ ioo s + 2n / ^p(p+l) \27 ri J a _ itx> s — p S 


= -£ 


2n(2n — 1) ^p(p+l)' 


Logo, 


r v- ^ +i ® 1_2n c'(o) c # (-i) 

l *(*>* = T -Çí5+í)-Çs^ij-m* + cF«- 


Mostraremos primeiramente que 

-i /-a+joo_ 


ds = Y~ 
d ^ 2 


27tí Ja-ioc “ 2n(2n — l)(s + 2n) ^ 2n(2n — 1)' 

Dado r > 0, a série de funções /n(0> com 

/»(*) = 7 


™a+l+ií 


2n(2n — l)(a + 2n + it ) ’ 
é uniformemente convergente em [—r, r]. Pois neste intervalo 

rp(L~\~ 1 1 


l/nWI = 


: < 


2n(2n - 1) y/{a + 2n) 2 + f 2 ~ (2n) 2 


Logo, pelo Teorema A. 12, 




(t)dt 


(4.16) 


j.1—2n ^ ra+ir x s+2n 

^ n(r ^ ~ 2ra(2n — 1) 2 tt7 J a _ ir 


Seja < 7 n (r) definida por 
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Então, 


\dn{r)\ 


2 n{2n — 1) 


2 n(2n — 1) 


2 n(2n — 1) 


^ na+ir x s+2n 

-—: / -—l ds 

2m J a -i r s + 2n 

1 f a + 2n + ir x* I 
/ — dz\ 

27TÍ J a+ 2n-ir z \ 


J a+2n- 
pa-\-2n-\-ir 


i f x z dz i r 

2tTÍ J a +2n Z J a+: 

-f 

Ja- 


a+2n 

•a+2n+ir 


t 2 — 


2n(2n - 1) 1 2m J a+2n z 
e, pela estimativa de von Mongold (Lema 1.3), 

—2 n (J x a+2n 


\9n(r) | < - 


. Cx a+1 1 


n(2n — 1) (a + 2n) lnx lnx n 2 ’ 

para qualquer r > 0. Portanto, 9n( r ) é uniformemente convergente em [0, oo) e, 

além disto, pelo Lema 1.1, 

°° °° ™1—2 n -i pa+ioo s+2n 00 ™1— 2n 

glim g „(r) = g 2 „(2„-l) ãri/_^ ^ d ^g 2n(2n-l) 

Ito jr, Sn(r) = Ê r 1 ™,s»( r )- ( 4 - 17 ) 


existe. Portanto, 


Juntando 4.17 e 4.16 obtemos 

y-v X 1_2n 

^ 2 n(2n - 1) 


- £ 


,1—2 n -y ra+ioo x s+2n 


^ 2 n(2n — 1) 27ri 


/•a+zoo s+2n 

/ 

Ja-ioo S + 2n 


-í— lim V [ f n (t)dt 

Hm í ±Ut)dt 

2tTÍ r-too J_ r z —^ 

J_ r +ÍO ° y> X S+1 

2 in Ja_ ioo 2n(2n — l)(s + 2 n) 
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Agora mostraremos que 

-i ra+ioo 

A série ^2 p g P (t), com 


p(p+l)(s-p) 

9p(t) = 


ds = J2 


pO + i)‘ 


p(p + l)(a + it - p)’ 

converge uniformemente em [—r, r] quando as raízes p e 1 — p são agrupadas, pois 

T a+ 1 


\g p (t) + gi _ p (t)\ < 


1 


+ - 


1 


p(p +1)| a + it — p a + it — (1 — p) 




1 


- p(p+l) | (a + it - 1/2) - (p - 1/2) (a + ií - 1/2) + (p - 1/2) | 

x a+1 2(a + it — 1/2) 

~~ p(p + 1) | (a + it - 1/2) 2 - (p - 1/2) 2 | 

< c 

- \p — 1/2| 2 

para valores suficientemente grandes de |p — 1/2| e a série Yh p \p ~ 1/2| —2 converge pelo 
Lema 2.3. Assim, 

í ^2gÂ t ) (tt = '52 í 9p{t)dt. (4-18) 

J ~ r p p J ~ r 

Disto segue que o limite 

x p+í ^ r a + ir 


lim V 

r—>oo ^ 


p(p + 1) 27TÍ 


r +ir 

Ua-ir (S-P) 


(4.19) 


existe, pois seu valor é igual a 
ra+^Cis) x s+1 


j_ r a+1 

2m J a _ io 


■a+ir ( ™s+l 


. , . , ds + lim - 

C(s)s(s + 1) r-K» 2717 


^ ra+ir f 

FÍ Ja-ir \ 


2(^-1) mtw im 

•a+ir s+2 n 


1) X s+1 1 

1) s + lj ° 


~1—2n -I ra+ir „s+2n 

- lim V —^/ . n . ds, 

r—too ' 2 n(2n — 1) 2717 J a _ ir (s + 2n) 


que, pelo que já foi visto nesta demonstração, existe. Para cada r > 0, o módulo da 
diferença 

x p+l t ra+ir x s-p x p+l j /-a+ir 


E 


p(p + 1) 27ri 


ra+rr x s-p x p +1 j ra+ lr x s-p 

í Ja-ir (s-p) S U ^ r P(P+^^Lr (* ~ P) ^ 
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é, pela estimativa de von Mongold, no máximo 


E 

M> r 


X P+1 1 ra+ir x s-p | 

x/3+1 

^ 0 \ 

i r a -P+ih+ r ) x z 

P(P + !) W^Ja-ir {S-P) \ 

^7(7 + 1.) 

J a -p+i( r/ - r ') z 


< 2 CJ2 




7(7 + 1 ) (a — /3 + 7 — r) ln x 

1 


< 2 C^—£ 

lnx 

Lembrando que denotamos p por /3 + * 7 . Do fato que 0 < /3 < 1 segue que o módulo de 

(4.20) é limitado por 

~.a +1 . 1 

2C- ____ 

lna: “7(7+l)(7-^ + a-l)' 

Se os índices 7 forem agrupados em intervalos r< 7 <r + l,r + l< 7 <r + 2 , então 
(assumindo que r seja grande o suficiente para que o Teorema 2.11 possa ser aplicado) o 
intervalo r + j < 7 < r + j + 1 contém no máximo 2 ln(r + j) destes 7 e o módulo de 

(4.20) é no máximo uma constante vezes 


E 


ln(r + j) 

(r + j)(j + a- 1 ) 


e, se r for suficientemente grande, então 

ln(r + j) 


^ _ < r 

J^( r + + a - !) ( r + i) 1/2 ü' + «-!)“ 


-1/4 y- 1 

45/4 ■ 


Portanto, 


ta £ 


x ^ +1 1 

p(p + 1 ) 2ni 


ça+ir X s- P ^ X P +Í 1 f a+lT X S ~P 

iLir (s- P) ~ P(P+!)2^ L ir (■ 8 -p y 


Para cada r > 0, o módulo da diferença 
a+ +1 1 


E 


p{p + 1 ) 27rí 


E 

J a—vr \ HJ 


P(P + 1 ) 


(4.21) 


(4.22) 


e no máximo 


E 

0 <Im(p)<r 


p(p + 1 )|| 27 n 


I xP +l 

|7(7+ 1) | | 27TZ 


mi. 

y{|£ 


' a +ir x s-p 

(s-p) 1 

,-P+i(r- 7) 


/ " a + ir x s~P 11 

7 - rds — 27ri > 

-ir (s-p) |J 


-P-i(r+ 7) 


-8-iU 


-dz + 27 ri 
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= 2 E 


T P+i 


Fr 

27T i J a _ 


'- 2 E 


T.P + 1 


^ 7(7 + 1 ) 
0<7<r ' w ' 


0 ^í r 7(7+1) 

i /-a-/3+i(r+7) z i 

^ -dz-l\+2Y 


i-/3+i(r-7) z 

-dz-l 

-p-i(r+ 7 ) * 




< 2 


'„^í r 7(7+1) 
é no máximo 
,/S+l 


i n-P+^Fy) x z 

- / —az 

2niJ a _p +i{r _ y) z 


i-/?-i(r+ 7 ) 

e, pelas estimativas (1.36) e de von Mongold, 

2 V' x^ +1 3?“"** | 2 y. x? +1 c X a ~P 

0 ^ r 7(7+ lMr +7)ha: 0 ^ r 7Í7 + 1) (a-^ + r~7)lnx 

< 2x a+1 y. 1 | 2C , X a+1 y\ _1_ 

~ 7rln ' 37 o^ r . 7 ( 7 + 1 )( r + 7 ) lnx o^Kr 7 ( 7+1 ^ a_1 + r_7 )' 

Será suficiente mostrar que ambas as séries convergem para zero, quando r —>• oo. Seja 
/?, um número inteiro suficientemente grande para que o Teorema 2.11 possa ser aplicado. 
Se os índices 7 forem agrupados em intervalos R<j<R + l, R + l<'y<R +2, ..., 
então o intervalo R + j < j ;< R + j -jh I contém no máximo 2 ln (R + j) destes 7 e 

y^ _ 1 _ < y^ _ 1 _ 1 y^ _ 21 n(-R + j) 

à^<r 7 ( 7 + *) ( r + 7) “ 0 ^ R t(7 + 1) (r + 7 ) 0 J<r- R ( R + A ( R + Õ + 1 )( r 

A primeira soma do lado direito possui um número finito de termos e claramente 
para 0, quando r —>■ 00 . A segunda soma é no máximo 


2 ln r \ í 1 1 \ 2 ln r ■\ ± 

~ ~ r + R + j) - Jg_ R R + j - 


o^-R (R + m + Í + l)(,r + R + jY 

converge 

1 


21 ni 


L 


que converge para 0, quando r — > 00 . De forma análoga demonstra-i 
1 

> -7 - —7 ---r —>• 0 , r 

0 ^< r 7 ( 7+1 )( a_1 + r_7 ) 

Portanto, 


’r- 1 t 
-se que 


1 , 2 ln 2 

dt < - 


ta E 


x p+í 


v xP+1 1 r +ir xsp d 


(4.23) 


De (4.21) e (4.23) concluímos que 


™p+l 1 /•o+ir p _ ™p+1 

limV-^- T — / d S =lim V T 

™ “ PÍP + 1) Ja-ir (S ~ P) ™ | /r ^< r P(P + !) 


e, por (4.18), que 


-1 pa+ioo_ 


= V"_ 

yp(p+i) 
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Isto finalmente conclui a demonstração do teorema. 


Esta prova é uma adaptação que fizemos dos argumentos utilizados em [8] para provar 
a fórmula 


ip(x) = x — 


E x x—^ 3 

7 + E~ 


C'(Q) 
C(o) ’ 


X > 1, 


(4.24) 


conhecida como fórmula de von Mongold. A fórmula deste capítulo é a integral da fórmula 
de von Mongold calculada termo a termo. Esta fórmula é tão impressionante como a 
fórmula explícita de Riemann (8) já que o cálculo dos valores da função '0(x) envolve o 
conhecimento da localização exata dos números primos. Observe na Figura 5 o gráfico de 
ip(x) (cor preta) e duas aproximações com a fórmula de von Mongold com o cálculo de 10 
(cor azul) e 50 (cor vermelho) termos no somatório envolvendo as raízes. Esta fórmula é 
fantástica! 



Figura 5: Aproximações para iJj(x) no domínio x <G [2,10]. 


4.5 2 a Prova do Teorema dos Números Primos 


A fórmula para J* ^(t)dt provada na seção anterior nos permitirá dar uma segunda 
prova do Teorema dos Números Primos na forma ij}{x) ~ x, quando x —> oo. A abordagem 
será idêntica à empregada na Seção 4.3, ou seja, provaremos que R(x) = o(x 2 / 2) em (4.13). 
Podemos escrever 




£ 


2 " cm . q-i) 

2n(2n — 1) C(0) + C(-l) 


PÍP+ 1) 


+ o(l)\ 
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Falta apenas uma prova que 

^' p(p + 1) 

Mas para |p — 1/21 suficientemente grande 




IV 1 

P+ 2) ~ 4 




x Re(p)~ 1 


x Re(p)-l < 2x Re ^~ 1 < 2 


|p(/>+i)l Wp + i)I |(p_i ) 2 + i| |p-í | 2 |p - II 2 

já que a função zeta não possui zeros p na reta Re(s) = 1. Como a série 

y_ - _ 

r\p-\f 

converge pelo Lema 2.3 segue que 


J P(P+ 1) 


é uniformemente convergente em x > 1 e, desta forma, 

limy 

x—*oa n n 4 - 11 1 ' 


Portanto, 

e pelo Lema 1.5 concluímos que 


x ^°° o + -*■) p p(p + 1) 

f x x 2 

J i/)(t)dt ~ —, x — >• oo, 


"0(x) ~ X, x —» oo. 


Esta prova se encontra de forma implícita em [8]. 

4.6 Generalização do Teorema dos Números Primos 

Nas duas demonstrações do Teorema dos Números Primos fornecidas nas Seções 4.3 
e 4.5 mostramos que 


-(x) = {1 + r(x)}Li(x), 
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com lim^oo r{x) = 0, é uma consequência da não existência de zeros não triviais da 
função zeta na borda da faixa crítica. É natural esperarmos que a região livre de zeros 
provada no Teorema 3.4, por ser mais forte que a anterior, tenha como consequência para 
a distribuição dos números primos algo mais forte que o Teorema dos Números Primos. 
Isto é exatamente o que ocorre. 

Teorema 4.4. Seja r(x) o erro relativo na aproximação 
7r(x) ~ Li(x). 


A existência de constantes absolutas T > 1 e C > 0 tais que a região 

C 


Re(s ) > 1 — - 


lnlm(s) ’ 

com Im(s ) > T, é livre de zeros implica em r(x) = 0{e ~( chlx ^ 1/2 }, para alguma constante 
absoluta positiva c. 


Prova. Comecemos por observar que 


E 


xP - 1 
p{p + 1) 




+ 2E 

7 >T 


x?- 1 1 

ry 1 & 


O primeiro termo do lado direito é a soma de um número finito de termos em que cada 
um é uma constante vezes uma potência negativa de x (a saber, x 8 ^ 1 já que Re(p) < 1). 
Portanto, existem constantes positivas Ci, e tais que este termo é menor do que Cpx~ e 
para x > 1. Isto se deve ao fato que se Gq, ..., a n são números positivos, íq,..., b n são 
números negativos e x > 1 então 


y: akX bk < nmax{ai,..., a n }x UÍ3 ‘ x ^ bl, ' ,bn ^ = Cpx e . 

fc=i 

Por outro lado, para \p — 1/21 suficientemente grande, 


2|t| > 1/3 — 1/2| + |7| >\p— 1/21, 


ItI 1+ ' 5 ~ | p— l/2| 1+<5 " 

Portanto, pelo Lema 2.3, a série J^ 7>T 27 -1-5 converge para uma constante (7 2 e o segundo 
termo é menor do que esta constante vezes o valor máximo de x /3_1 / 7 1_á , se esta expressão 
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possuir um tal valor para 7 > T. Mas, pela hipótese do teorema, 

X P-1 x -C/Ití'i 
y-5 - y-á 

e a derivada logarítmica da função do lado direito em relação a 7 é 
C ln x 1 1 — 5 

ln 2 7 7 7 

que é positiva, negativa ou zero de acordo com (1 — 5) ln 2 7 ser menor, maior ou igual a 
C ln x. Assim, se x é grande o suficiente para que C ln x > (1 — 5) ln 2 T e se 1 — 5 > 0 
então existe um máximo para 7 > T no ponto Chix — (1 — 5) ln 2 7 . Neste ponto 

= (1 - 5) ln 7 = {07(1 - 5) ln x} 1 / 2 

U17 

e, com isto, 

p-l -cyin 7 -C ln*/ln 7 -{C(l-Í) Inx} 1 /* 

7_ < 7_ _ 7_ _ 7_ = -24G(X-á)ln:r} 1 / 2 

ryl-S - ryl-5 e (l-<S)In 7 g{C(l-5) ln x} 1 / 2 

Colocando 5 = 3/4 obtemos 


< C lX ~ e + C 2 e~ {clnx)1/2 = O |e- (clna:)1/2 } , 


' PÍP + 1) 

quando x —> 00 . Pela fórmula provada no Teorema 4.3 


J 4>{t)dt = X - 


{-?; 


P(P+ 1) 

^[ 1 + o{ e -<—}] 


0(x x ) 


Seja ri(x) o erro relativo na aproximação 

ll>(t)dt « y, X > 1. 

Como vimos ri(x) = O í^ e -( cinx ) 1/2 1. Portanto, existe uma constante positiva C' 3 tal que 
ri(x) < C^e~*íó ?ln ®í í/2 . Assim, denotando e(a:) = C 3 e~^ chix ^ 1/2 , temos 

I 1 -í(*)}y < £ fp{t)dt <{l + e(x)}y. 

S ey > x então o maior e o menor valor da expressão // ^(t)dt — f* ^(t)dt é, por um lado, 

7/ 2 / 7/2 — \ ~2 

I 1 + e(í/)}y - i 1 - e(®)}y ^ í 1 + £ ( x )} —3—) + 


2 
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{1 - e(y)}y - {1 + 4*)}y > U - *(*)} 

respectivamente, devido à função e(x) ser decrescente. Por outro lado, o maior e o menor 
valor é 

(y - x)^{y) 


Assim, 


e, portanto, 


(y-x)^(x). 


(y - x)^{x) < {i + e(®)} ( y 0 x ) + M x )n~ 


{y-x)if>(y) > {1 -e(x)} 


2 

V~x 2 

2 


-2e(x)y 


*(y) - y > 

com as substituições y = [1 + {^{x}} 1 ^]® na primeira desigualdade e x = [1 — {e(y)} 1//2 ]y 
na segunda encontramos 

$(x) = x + O {xeV^/ 4 )'-} . 

Sabemos que 

[log 2 x] 

ip(x) = â(x) + ^x 1 / 2 ) +-h ú(x 1/m ) + ’••■= ^ ú(x 1/m ) 

e disto podemos obter 

ip(x) — i9(x 1/í2 ) log 2 x < ú(x) < ip(x). 

Observe que nesta demonstração provamos que A(x) ~ x e pelo Teorema 4.1 segue que 
^(x 1 / 2 ) log 2 x ~ x 1 / 2 lnx/ ln 2. Do fato que esta última expressão cresce muito mais lenta¬ 
mente que O jxxr VT'/ 4 ) 111 '^ | podemos concluir que 


i9(x) = x + O jxe \A C 7 4 ) ln ^ | 
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Pela fórmula (4.1) segue que 
7r(x) — Li(x ) = O ■ 
= O 


-yJ{C/ 4 ) 111 * 

lnx 


■C°{- 


, 2 
dt + r—- 

ln2 


r i/2 

{ —^ 

J x 1/2 | ln 2 f J ln2 


e usando o fato que a função 


e -y/(C/4)lni 

h 7t 


n(x) — Li(x) = -— 
lnx 


é decrescente em [2,x] encontramos 

O | e -V^)l^|] . 

Portanto, o uso da relação assintótica Li(x) ~ x/lnx e a escolha c = (7/8 provam que o 
erro relativo r(x) na aproximação 

7 r(x) rí Li(x) 


é da ordem 


Este teorema é uma generalização do Teorema dos Números Primos na medida em que 
nos permite concluir não apenas que 7 r(x) ~ Li(x) mas também fornece uma estimativa 
para a ordem de decrescimento no erro relativo entre estas duas funções. Foi provado 
por de la Vallée Poussin em 1899 e a prova que apresentamos é uma modificação feita à 
encontrada em [8]. 

É interessante mencionar que a melhor região livre de zeros provada por I. M. Vino- 
gradov e N. M. Korobov em 1958 generaliza o Teorema dos Números Primos na forma 
r(x) = O | e - c '( ]nx ) 3/5 (\ninx) 1/5 1 u ma p rova deste resultado pode ser encontrada em [12], 
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4.7 Aproximações para 7r(cc) 


Como aplicação da generalização do Teorema dos Números Primos feita na seção 
anterior provaremos que a conjetura de Legendre (5) (veja a Introdução) estava errada 
e que a função Li(x) aproxima a função n(x) melhor do que qualquer função da forma 

x/(lnx — C). 

E de fácil verificação que o Teorema dos Números Primos é equivalente a 
^ x) = ]n X -A{ X ) ’ j4(x) = ° (lnx) ' 

Portanto, a conjetura de Legendre afirmando que lim*-*.,» A(x) = 1.083666 é mais forte do 
que o Teorema dos Números Primos. Na Introdução mencionamos que Gauss manifestou 
alguma dúvida a respeito desta conjectura e que Tchebyshev provou que se o limite existir 
então deve ser igual a 1. O teorema seguinte encerra esta questão. 

Teorema 4.5. Na equação 

x 

7r(x) = -- ~7~. T" 

lnx — A{x) 

ocorre lim^oo A(x) = 1. 


Prova. Com sucessivas integrações por partes encontramos 


Li(x) — -+ 2 

lnx kr 


r -4- - c, 

J ‘2 ln 3 í 


com C constante. Para x > 4 podemos escrever 
dt 

+ 

Jy/x * 

já que a função 1/ ln 3 1 é decrescente em [2, x]. Desta forma, 


r 4*- r 4 -+ r 4 U o^+o 

ln 3 1 J 2 ln 3 1 JyXc ln 3 1 


Li(x) = -— 

lnx ln 2 x 


ln 2 x 



Sabemos, pelo Teorema 4.4, que 

7r(x) = Li{x){ 1 + 0{(~^ c]xix )} = Li(x) + 0{e~^ éUx )Li(x) = Li(x) + 0(e~^ chix )^—. 
Destas duas últimas igualdades e do fato que 0(e~^ clnx ) \nx = o(l) segue que 
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Por outro lado, 


Assim, 


A(x) =\iíx - 

n(x) 


Portanto, 


A{x) 


111 x -11- i —1—7 

i^ + Wí + 0 (í?g) 

ln 2 x 

mx — ----7— 

lnx + 1 + o(l) 

1 + o(l) 

1 + 0 ( 1 )' 


lim A(x) — 1. 


Após esta demonstração naturalmente nos perguntaremos sobre a qualidade da aprox¬ 
imação 


A Figura 6 compara esta aproximação com a aproximação usando a função Li(x ) para 
valores pequenos de x. A aparente superioridade da primeira não se sustenta para valores 
grandes de x como garante o próximo teorema. 



Figura 6: Gráficos de Li(x), 7 r(x) e x/(lnx — 1) no domínio x e [5000,10000]. 


Teorema 4.6. A aproximação Li(x) para 7 r(x) é melhor do que qualquer aproximação da 
forma x/{\nx — C ). 


Prova. Com um argumento totalmente análogo ao usado no teorema anterior podemos 
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Li(x) — -h ■ 2- 1 " 2—3-1- O I —3— 

lnx ln x lrr x \hí' i x 


7 r(x) = Li(x) + o 


lrr x 


quando x —> 00 . Destas duas últimas equações podemos concluir que 


(4.25) 


n ( x ) — ] - ^ ^ 2 ru— ^ 0 ( r~3— 

lnx ln x kr x \hrx 


Consideremos agora 


tt(x) = - 


ln x-C 

Para valores de x maiores que e c é válido 


+ R(x). 


(4.26) 


ln x-C lnx + ^ln 2 x + ^ ln 3 x + ^ ln 3 x \ lnx - C 


— \ -1- C 4* C «w H- o . a 

lnx ln x ln x \ ln x 


Isto mostra que 




ln x 


kr x 


ln 3 x 


Usando (4.26) encontramos 


R(x) = (1 - 


c) i?í + < 2 - c 2 fe +0 


ln x 


Se C ^ 1, então R(x) ^ o(x/ln 2 x) mostrando, por (4.25), que Li(x) é uma aproximação 
melhor para a função 7r(x) que a função xf (lnx — C). Se C = 1, então R(x) ^ o{xj ln 3 x) 
mostrando novamente que Li{x) ainda é uma aproximação melhor que a função x/(ln x — 
C). m 


Observemos que quando (7 = 1 ocorre R(x) = o(x/ ln 2 x), ou seja, a função x/(lnx —1) 
é uma aproximação melhor do que qualquer outra da forma x/(lnx — C) para 7r(x). A 
Tabela 3 exibe uma comparação entre as aproximações 7r(x) ~ Li(x) e 7r(x) ps x/ (lnx —1). 
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X 

7r(x) 

1 

w 

'h' 

1 

s 

Li(x) — 7 r(x) 

10 3 

168 

-1.3 

8.6 

10 4 

1 229 

11.0 

16.0 

10 5 

9 592 

79.9 

36.8 

10 6 

78 498 

467.5 

128.5 

10 7 

664 579 

3 120.0 

338.3 

10 8 

5 761 455 

21 151.2 

753.3 

10 9 

50 847 534 

145 991.5 

1700.0 


Tabela 3: Comparação entre as aproximações n(x) ~ x /(ln x — 1) e n(x) & Li(x). 


A função Li(x) é realmente uma aproximação muito boa para a função que conta os 
primos como mostram as experiências numéricas. Riemann acrescentou alguns termos a 
esta aproximação e conseguiu uma aproximação ainda mais impressionante para a função 
7 t(x) [8]. Na realidade Riemann obteve a fórmula exata 

*{ x ) = H ( xP/n )+°(!)> 
n=l n= 1 p 

sendo N > \nx/ ln2 — 2, fi{n) a função de Mõbius e li(x) a função definida por J* 1/ln tdt. 
Entretanto, o uso desta fórmula para calcular n(x) esbarra na necessidade de se conhecer 
todos os zeros não-triviais da função zeta. Mas, escrevendo 

li(x) = í d£ rí 1.04+ í dt = 1.04 + Li(x) 

J o l n t J 2 ^ 

e, ignorando a série sobre as raízes da função zeta, Riemann obteve uma aproximação 
bastante interessante para a função tt(x), a saber, 

n(x) fa T(x) = Li(x) + ^ ^^Li(x 1 l n ) + 1.04 ^ 

Foi este o refinamento que Riemann fez à aproximação 7 r(x) ~ Li(x). A função p(n) de 
Mõbius é definida da seguinte forma: fatorando n na forma p® 1 ... p a k k então 

{ 1, se n = 1 

(-l) fe , se ai = • • • = a k = 1 
0, caso contrário 

Embora esta fórmula seja muito precisa (Veja a Tabela 4) ela é mais complicada com¬ 
putacionalmente. O refinamento de Riemann tem sido mais preciso que a aproximação 
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Li{x) para valores relativamente grandes de x. Entretanto, é preciso levarmos em consid¬ 
eração que Littlewood provou que a função 7r(x) — Li(x ) alterna de sinal infinitas vezes, 
ou seja, existem infinitos valores de x tais que que as funções 7r(x) e Li(x) diferem por 
menos de uma unidade. Nestes pontos a aproximação 7r(x) « Li(x) será extremamente 
precisa [12]. 


X 

tt(x) 

Li(x) — 7r(x) 

T(x) — 7r(x) 

10 3 

168 

8.6 

0.3 

10 4 

1 229 

16.0 

-2.1 

10 5 

9 592 

36.8 

-4.5 

10 6 

78 498 

128.5 

29.4 

10 7 

664 579 

338.3 

88.4 

10 8 

5 761 455 

753.3 

96.8 

10 9 

50 847 534 

1700.0 

-78.4 


Tabela 4: Comparação entre as aproximações 7r(x) ~ Li(x) e n(x) rí T(x). 

O Teorema 4.5 é mencionado em [8] e [12] mas sem demonstração. Adaptando alguns 
argumentos encontrados em [8] fornecemos esta prova que foi apresentada. A demon¬ 
stração do Teorema 4.6 apresentada neste texto se encontra essencialmente em [8]. 


4.8 Regiões Livres de Zeros e o Erro no Teorema dos 
Números Primos 


Nesta seção provaremos um teorema que estabelece uma conexão ainda mais profunda 
entre regiões livres de zeros na faixa crítica da função zeta com a ordem de decrescimento 
da função erro relativo r(x) na aproximação n(x) & Li(x). Também provaremos que a 
não existência de zeros na reta Re(s) = 1 é, na verdade, equivalente ao Teorema dos 
Números Primos. 


Lema 4.5. Se a função 


for limitada em [1, oo) então a fórmula 


x 


Çisl 

C(s) 




será válida no semiplano Re(s) > 1. 
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Prova. Usando a identidade de Abel para s > 1 real, a(n) = A (n) e f(t) = t s encon¬ 
tramos, para todo x > 1, 


^A(n)n s = 


x s 


f% 

A U + 1 


Como a função ip(x)/x é limitada 


x—KX) X s X X S ~ X 


Logo, 


A integral 


lim > A(n)n 

x—yoo 1 ' 


COO 


-r 


(,+i 




é uniformemente convergente em qualquer semiplano R(s) > a 0 > 1, já que 


e a última integral é convergente e independe de s. Pelo Teorema A. 15 a integral representa 
uma função analítica em Re(s) > a 0 , para todo cr 0 > 1. Portanto, representa uma função 
analítica em Re(s) > 1. Logo, pelo Teorema A.6, 


ÇM. 

'coo 




em i2e(s) > 1. 


Teorema 4.7. O Teorema dos Números Primos é equivalente a Re(p) ^ l, para todo 
zero não-trivial p. 


Prova. Já provamos nas Seções 4.3 e 4.5 que a borda da faixa crítica ser livre de zeros 
implica no Teorema dos Números Primos. Basta uma prova da “volta”. Suponhamos que 
o Teorema dos Números Primos seja verdadeiro, ou seja, que ip(x) ~ x, quando x —> oo. 
Então, pelo lema anterior, a função 


*00 = - 


C{s) 

<00 


1 

s — 1 


é igual , em Re(s) > 1, a 


i; 


v(x)-x 


A função 4>(s) é meromorfa em Re(s) > 0 com polos simples nas raízes p de C(s). 
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Como estamos supondo que o Teorema dos Números Primos seja verdadeiro segue, pelo 
Teorema 4.1, que dado qualquer e > 0, existe x 0 tal que, para x > x 0 , temos 

($-(a?) — x\ < ex. 


Assim, para Re(s ) > 1, 


e como 


encontramos 


com 


|$(s)| < 


f 


|^(x) — x\ 


dx 


>■ i: 


—dx 

X a 



a — 1 


c . J X ° {*(*)-x\ ' 


(<r-l)|$(s)| < C(a — 1) + e, 

para todo e > 0 e a > 1. Observe que como x 0 depende de e a constante C também 
depende. Fixando t e fazendo cr —>• 1 + encontramos 

lim (cr — l)$(cr + it) < e, Ve > 0. 

CT-T1 + 

Disto evidentemente segue que 


lim (cr — l)$(cr + it) = 0 
Se 1 + it 0 for um zero de £(s), então í o ^0e 

lim (s — 1 — it 0 )$(s) 7 ^ 0, 

s — 

já que é o resíduo do polo simples da função $(s) em s = 1 + it 0 . Mas, por outro lado, 

lim (s — 1 — it Q )$(s) = lim (a + it 0 — 1 — it 0 )$(a + it 0 ) = lim (cr — l)$(cr + it 0 ) = 0. 
s-rl+íío CT-rl+ «r-rl+ 

Um absurdo. Logo, se o Teorema dos Números Primos for verdadeiro então a função zeta 
não poderá possuir zeros na reta Re(s) = 1. Logo, o Teorema dos Números Primos é 
equivalente a Re(p) ^ 1 para todo zero p. m 


Evidentemente que o teorema anterior é uma forte conexão entre os zeros da função 
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zeta e a distribuição dos números primos. Entretanto, uma conexão bem mais profunda 
será provada no próximo teorema. 

Teorema 4.8. Sejam 1/2 < 9 < 1 e r(x) o erro relativo na aproximação 
7 r(x) ra Li(x ). 


As afirmações 

(i) ((cr + it ) ^ 0, para a > 9; 

(ii) r(x) — 0(x e ~ l ln 2 x); 

(Ui) r(x) = 0(x e ~ 1+e ), para qualquer e > 0; 
são equivalentes. 


Prova. Provaremos primeiramente que (i) implica (ii). Pela fórmula de von Mongold 


rx+l nx +1 rx 

if(x) < J ip(t)dt = J if(t)dt — J if(t)dt 


(x + lf X 2 (x+ 1 ) 1+1 

o 2 ' ^ i ' ' 


< x + ^ 


2 ^ p(p+^) 

I (x + l) p+1 - x p+1 1 


p(p + 1) 


\+C. 


Assumindo (i) e considerando as desigualdades 


I (x + l) p+1 - x p+l 
P(P + 1) 


—i r 

rI Jx 


\x + l\ e ^ (2x) e 
\P\ ~ |7l 


I (x + l) p+1 - x p+1 1 2\x + l| e+1 2(2x) e+1 

PÍP+ 1 ) |~ \p(p +1)1 ~ 7 2 

obtemos para x > T 0 , em que T 0 é escolhido de forma tal que o Teorema 2.11 possa ser 
aplicado para |q| > T 0 , 
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E 


I (x + l) p+1 — x p+1 1 
PÍP + 1 ) 


- E 

ItI<7o 1 

+2 E 


s E 

h\<T 0 


(x + l) p+1 - x p+1 

p(p + 1 ) 

{x + l) p+1 - x p+1 

p(p + 1 ) 

(: 2x) d 


+ 2 E 


I (x + l) p+1 - x p+1 1 
P(P+ 1 ) 


n ^ (2x) e nSr ^2(2x) 9+1 

<- 2 E + L + 2 E J -^ L - 


£ ( 2 + E è + 2 ( 2 + E è + 4(2*)«EÍ 

| 7 |<To 1 '• T 0 <-y<x 1/1 x<-y ' 

< 0(x e ) + 0(x e ) J -~ét + 0(x e+1 ) J 

< o(x 9 ) + o(x e ) ^ + o(x á+1 ) (-t|°° + jfè*) 

< O(x 0 ) + 0(x e ) ln 2 x + 0(x 6+1 ) 

V x xy 


< O(x 0 ln 2 x). 


Logo, 


iJj(x) < x + 0{x 6 ln 2 x). 
Aplicando a mesma técnica à estimativa 


^(x) 


> J ^{t)dt = 


x 2 (x-1) 2 v , 
2 2 ^ 


++ 1 - (x - l) p+1 


+ 0 ( 1 ) 


p(p+ !) 

encontramos 

ij}{x) > x — O(x 0 ln 2 x). 

Isto mostra que o erro absoluto na aproximação ip(x) « x é 0(x° ln 2 x). Sabemos que 

[log 2 x] 

ij)(x) = i9(x) + ^(x 1 / 2 ) +-f $(x 1//m ) jN • • = ^ 'd(x 1//m ). 

e disto podemos obter 

i/?(x) — d(x 1/í2 ) log 2 x < tf(x) < i/>(x). 

Portanto, 

x + 0(x e ln 2 x) — d(x 1 ' 2 ) log 2 x < i9(x) < x + 0(x e ln 2 x). 

Da hipótese e do fato que 9 < 1 segue que a função zeta não possui zeros na reta Re(s) = 1 
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e, consequentemente, ú(x 1//2 ) ~ x 1//2 . Logo, 

í^x 1 / 2 ) log 2 x ^(x 1 / 2 ) lnx 


x e ln 2 x 


X 1 / 2 lii^-i^l^x 


= 0 ( 1 ), 


i9(x) = x + O(x 0 ln 2 x). 

Usando a fórmula (4.1) encontramos 

. . 0(x d ln 2 x) f x O(í 0 ln 2 í) O(x 0 ln 2 x) e 

'<*> _ i!(x) = + J 2 -±^dt + 0(1) = + <V) + 0(1) 


*(») = «(*) (1 + ^0(x«- h*«) + ^O^lnz) + ^0(x-‘ h*)\ 
L?(xJ Lí(xJ Lí(x) J 

e usando a relação assintótica 


obtemos 


Li(x) ~ 

lnx 


7r(x) = Li{x) {l + 0(x e 1 ln 2 x)}. 


Provaremos agora que (ii) implica em (iii). Para isto basta observarmos que, para 
qualquer e > 0, 

0(x e-1 ln 2 x) = 0(x e ~ 1+e ). 

Por último provaremos que (iii) implica em (i). Por meio da fórmula (4.2) obtemos 

0(x) = x + ^P-0(x e+e ) - [ X ^-0(x 9 ~ 1+e )dt - 2 = X + 0(x e+e ), 
x/ lnx J 2 t 

já que 

Li{ x ) ~ 1 

x/lnx 

e 

Li(x) 

Sabemos que 


Logo, 


„ ° (1) - 
i9(x) < i]){x) < ú(x) + ú(xV 2 ) log 2 x. 

x + 0(x 6+e ) < ip(x) < x + O(x 0+e ) + ú(x 1//2 ) log 2 x 


ip(x) = x + 0(x e+e ). 
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A função 

■c'(A| i 

cm s-i 

é meromorfa em C com polos simples nos zeros da função zeta e usando o Lema 4.5 
encontramos 


m + j_ = _i _ 8 r 

c(s) s-i A 


^(t) - 


-dt 


em Re(s) > 1. Se i/}(x) = x + 0(x 9+e ) para qualquer e > 0 então 


3 VA) ~ t 

t s+1 


dt 


rm 


i 

t s + l ~ l 


-dt 


representa uma função analítica em Re(s) > 9 + e. Logo, pelo Teorema A.6, 


Of) 

coo 


f 


00) - í , 

t S+l 


no semiplano Re(s) > 6 + e removido das raízes de zeta. Logo, a função zeta não possui 
zeros neste semiplano, pois caso contrário a função do lado direito teria polos simples neste 
conjunto. Portanto, se (iii) for válida a função zeta não possui zeros em Re(s) > 9 + e 
para todo e > 0, ou seja, C(<r + it) ^ 0, para a > 9. m 


Observemos que a hipótese de Riemann é equivalente a 9 = 1/2 neste teorema, ou 
seja, é equivalente a r(x) = 0(x -1 / 2 ln 2 x) ou a r{x) = 0(x -1 / 2+e ), para qualquer e > 0. 

As provas do Lema 4.5 e da “volta” no Teorema 4.7 se encontram em [3]. A prova 
que apresentamos para o Teorema 4.8 é uma generalização que fizemos de uma prova que 
se encontra em [8], feita para 9 = 1/2. Vale mencionar que em [12] também se encontra 
uma prova de um resultado semelhante a este mas utilizando algumas ferramentas que 
não provamos aqui. Além disto, em [12] o resultado envolve o erro relativo r(x) na 
aproximação ip(x) « x. Na prova que apresentamos preferimos provar o resultado para a 
aproximação ip(x) ~ Li(x) e isto envolve algum trabalho. 


4.9 Comentários 

Neste capítulo foi possível observar com mais detalhes a conexão entre regiões livres de 
zeros na faixa crítica da função zeta de Riemann e o erro relativo na aproximação 7r(x) ~ 
Li(x). Observemos, por exemplo, que se colocarmos o erro relativo nesta aproximação na 
forma 


■(x) = 0{x 1/2 f(x)} 
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então, levando-se em consideração que a função zeta possui infinitos zeros na reta crítica 
e o Teorema 4.8, f{x) ^ 0{x~ e ) para todo e > 0. Ou seja, há um limite para a qualidade 
da aproximação n(x) & Li(x). Entretanto, ainda estamos muito longe deste limite. Ob¬ 
servemos que o Teorema 4.4 garante f{x) = e 1 / 21na: -Veln® _ o(x 1 / 2 ), mas não 0(x x / 2 ~ e ) 
para qualquer e > 0. A região livre de zeros mais forte provada por I.M. Vinogradov e 
N. M. Korobov em 1958 implica em f(x ) = e i/ 2 iax-c{\nx) 3 / 6 (\niax) 1/6 _ o^ 1 / 2 ^ mas na0 
0(x'/ 2 ^ f ) para qualquer e > 0. Existe uma distância significativa entre a menor ordem 
da função / estabelecida o(x 1//2 ) e a esperada pela Hipótese de Riemann que é 0(ln 2 x). 

Observe que todas as regiões livres de zeros que foram provadas não conseguem garan¬ 
tir 

sup{^} < 1. 

p 

Um dos grandes problemas da atualidade consiste em provar a existência de 1/2 < 
9 <1 tal que 

sup{/3} < 9. 

Isto provaria, pelo Teorema 4.8, que r(x) = 0{x 6 ~ 1 \vi 2 ' x) e que f(x) = 0{x 6 ~ 1 ^ 2 ln 2 x), 
ou ainda, f(x) = O(x 0 ~ 1//2+e ) para todo e > 0. A hipótese de Riemann equivale a provar 
9 = 1/2. 
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ANEXO A 

Teoremas Básicos de Análise Complexa 


Neste anexo faremos um breve resumo das principais definições e proposições de 
Análise Complexa que serão utilizadas algumas vezes no decorrer do texto. Para este 
propósito utilizaremos exclusivamente as referências [18], [11] e [9], onde a teoria está 
desenvolvida de forma sistemática. Algumas informações históricas que aparecem nesta 
seção são exclusivas de [11]. 

Teorema A.l. (Equações de Cauchy-Riemann) Consideremos uma função f : A —>■ C 
e representemos f em termos de suas partes real e imaginária como uma função de duas 
variáveis reais 

f(x,y) = u{x, y) + iv(x, y). 

A função f é analítica em A se, e somente se, as derivadas u x ,u y ,v x e v y existem e são 
contínuas em A e satisfazem as equações 

u x = v y e u y = —v x . 


Além disso, 

/'(Ao ) = u x (z 0 ) + iv x (z 0 ) = -ÍUy(zo) + Vy(z 0 ). 

Para uma demonstração bem direta deste teorema sugerimos [9]. 

Teorema A.2. (Existência global de primitivas) Se D é uma região simplesmente conexa 
em C, então toda função analítica em D possui uma primitiva neste conjunto. 

Para o próximo teorema sugerimos a demonstração encontrada em [9]. 

Teorema A.3. (Princípio do módulo máximo) Seja f uma função analítica numa região 
D. Se existe um ponto z 0 G D tal que \f(z)\ < \f(z 0 )\ para todo z G D, então f é uma 
constante. 
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Teorema A.4. (Expansão em série de Taylor) Seja f : A —> C uma função analítica. 
Em cada disco A(z 0 ,r) contido em A, é válido 



sendo os coeficientes desta expansão únicos. 

Este teorema evidencia uma grande diferença entre as funções de variável real e as 
funções de variável complexa. No caso real uma função ser diferenciável num aberto 
não é suficiente para que esta possa ser expandida em série de Taylor na vizinhança 
de cada ponto deste aberto enquanto que no caso complexo apenas a analiticidade da 
função no aberto garante expansão em série de potências em cada ponto. Além do mais, 
os coeficientes a n na expansão em torno do ponto z 0 são as derivadas f^fzo), ou seja, a 
existência da primeira derivada em A garante a existência de derivadas de todas as ordens. 
Demonstrações para este teorema e o próximo são encontradas em qualquer referência no 
assunto. Sugerimos [18] para ambas. 

Teorema A. 5. (Expansão em série de Laurent) Se f for uma função analítica no anel 
A = (z E C : r\ < \z — z 0 \ < r 2 } ? com 0 < /q < r 2 < oo. Então a expansão 


f(z) = J2 ü n( Z ~ *>)" 


será válida para todo z e A. Os coeficientes desta série serão únicos e dados por 



em que a é o círculo orientado positivamente com centro em z 0 e raio r tal que r\ < r < r 2 . 

Essa expansão foi descoberta pelo engenheiro militar francês P. A. Laurent em 1843. 
Mas já era conhecida por Weierstrass em 1841. 

O próximo teorema é conhecido em alguns textos como princípio de extensão analítica 
e foi provado primeiramente por Weierstrass. Veja uma demonstração em [11], 

Teorema A.6. (Princípio de extensão analítica) Se duas funções f eg são analítica numa 
região D e coicidem num subconjunto que possui pelo menos um ponto de acumulação em 
D então elas serão idênticas nesta região. 

Este teorema possui muitas consequências importantes. Uma delas se encontra no 
estudo de extensões analíticas de funções. Mais formalmente: 
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Definição A.l. (Extensão Analítica) Sejam fl : A\ — > C e f 2 : A 2 — > C funções 
analíticas com A\ C A 2 tal que fi/Ax — f\- A função f 2 : A 2 —> C é denominada 
extensão analítica da função fl ao conjunto A 2 . 

Do Teorema A.6 decorre imediatamente que: 

Teorema A. 7. (Unicidade da extensão analítica) Sejam fi : A 1 —> C uma função 
analítica e uma região D. Se existir uma extensão f de fi ao conjunto D então esta 
extensão será única; 

e 

Teorema A. 8. (Princípio de reflexão de Schwarz) Seja f : D —> C analítica. Se a 
região D é simplesmente conexa e simétrica em relação ao eixo real e f assuma valores 
reais nesta intersecção então f assumirá valores conjugados em complexos conjugados. 

O princípio de reflexão de Schwarz é mais geral. Entretanto, no texto empregaremos 
somente a versão acima. Uma prova da versão geral pode ser encontrada em [11], Outra 
consequência do Teorema A.6 é o Teorema A.9. Na realidade, estes dois resultados são 
equivalentes e a prova é imediata. 

Teorema A. 9. Os zeros de uma função f : D —> C analítica não identicamente nula 
formam um conjunto de pontos isolados em D. 

Definição A. 2. (Singularidade isolada) Dizemos que um ponto z 0 € C é uma singulari¬ 
dade isolada de uma função f se existe r > 0 tal que f é analítica em A *(z Q ,r) mas não 
é analítica em z 0 . 

As singularidades de uma função / podem ser classificas em três tipos. Isto pode ser 
feito através do Teorema A.5. Pois, se z 0 for uma singularidade isolada de / então existe 
r > 0 tal que / é analítica em A*(z 0 , r). Logo, / pode ser representada em A*(/~ 0 , r) por 
uma única série de Laurent centrada em z 0 

/(*)= È a n(z-z 0 ) n . 

Com base nesta expansão definimos: 

Definição A. 3. (i) Uma função f tem uma singularidade removível em z 0 se a n = 0 para 
todo índice negativo, um polo em z 0 se a n ^ 0 para apenas um número finito não nulo de 
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índices n negativos e uma singularidade essencial em zq se a n 0 para uma infinidade 
de índices n negativos; 

(ii) Uma função f tem um polo de ordem m em z 0 se m for o maior natural tal que 
a -m ~f~ 0 ; 

(Ui) Uma função f : A —y C é meromorfa em A se todas as singularidades de f são 
polos e formam um conjunto de pontos isolado em A. 


Se uma função f{z) tiver uma singularidade remomível então 

n =0 

em A *(z 0 ,r). A série de Taylor em questão representa uma função analítica em A(z 0 , r). 
Logo, definindo ou redefinindo f(z 0 ) = a 0 , a função passará a ser analítica em todo o disco, 
pois coincidirá com a função analítica definida pela série. Portanto, toda singularidade 
removível pode, de fato, ser removida. Durante todo o texto, sempre que uma função tiver 
uma singularidade removível num determinado ponto, assumiremos que esta singularidade 
já esteja removida. 

A proposição que segue fornece uma caracterização muito prática dos polos de uma 
função analítica. 


Teorema A. 10. Seja m £ N. Uma função f analítica num aberto contendo z 0 tem um 
pólo de ordem m em z 0 se e somente se existe r > 0 tal que f pode ser representada em 
A*(zo,r) na forma 


f( z ) = 


9(z) 


(z - Zo) m ’ 

em que g é uma função analítica em A(z 0 ,r) e não se anula nesta região. 


Observemos que caso possamos representar uma função f{z) em algum A*(z 0 ,r) por 

+ *(*)» 

\ z - Z 0) 

com a^Oe/i analítica em A(zo, r). Então a função g(z) = a+ (z—z 0 ) m h(z) será analítica 
em A (z 0 ,r) e g(z 0 ) = a 0. Logo, pelo Teorema A.9 existirá A(z 0 , r') talque g não se 
anulará neste aberto e 


em A*(z 0 , r'). Logo, z 0 será um polo de ordem m de / em virtude do teorema anterior. 


Definição A.4. Seja f uma função com singularidade isolada em z 0 . O coeficiente a_] 
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da expansão de Laurent de f em torno do ponto z 0 é denominado resíduo de f em z 0 e 
donotado por Res(f, z 0 ). 

O Teorema A.5 fornece uma fórmula para o cálculo do resíduo Res(f, z 0 ) de uma 
função / num polo z 0 de ordem m qualquer. Entretanto, quando a função / tiver um 
polo simples em zo existe um meio geralmente mais prático para o cálculo de Res(f,z 0 ). 
Pois, neste caso, 

f( Z ) = - -“j|i| ^2 a n(z - ZoT 

z ~ z ° 7^0 

em A*(z 0 ,r) para algum r. Levando-se em conta que a série de Taylor representa uma 
função analítica em A (z 0 ,r) segue que 

lim (z - z 0 )f{z) = lim { —— "°^~ 1 + (z - z 0 ) Y] a n (z - z 0 ) n 1 = o-i 
z^fzo z yzo I z — Zo ^ 

Teorema A.ll. (Teorema dos resíduos) Sejam 7 um caminho fechado simples suave por 
partes orientado positivamente que juntamente com seu interior esteja contido em A e 
f : A — y C analítica exceto num número finito de pontos zi ,..., Zk contidos no interior 
de 7 . Nestas condições 

k 

!(z)dz=Y / Re S {!,z k ). 

Para uma demonstração do teorema dos resíduos indicamos [18]. 

Os subsequentes teoremas deste Anexo tratam de alguns resultados envolvendo série 
de funções e funções dadas por uma integral. Para uma consulta de suas demonstrações 
sugerimos [18]. 

Teorema A.12. Seja (/„), com f n : [a,b\ —> C, uma sequência de funções contínuas tal 
que Yh n fn{í) converge uniformemente em [a,b ]. Então 

/{!>(*)}<“ = í \{ 0 ' m } 

Teorema A.13. Seja (f n ), com f n : [a, 00 ) —> C, uma sequência de funções contínuas 
tal que ^2 n f n (t) converge em [a, 00 ) satisfazendo 

J a |£/»( í )J dí =ê{^ fn(t)dt^ 
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para todo c> a. Então 

J a jê/nWj dt = lL{J a 

desde que J a °° (X^üi \fnif)\} dt ou Yl™=i {/ a °° \fn(t)\dt} existam. 

Teorema A. 14. Suponhamos que 

(i) {g n } seja uma sequência de funções analíticas numa região D. 

(ii) a série 

Yl9n(z) 

seja uniformemente convergente em D. 

Então a função 

f{z ) = j>2 g n( z ) 

será analítica em D e todas suas derivadas poderão ser calculadas por diferenciação termo 
a termo. 

É importante ressaltar que este teorema também é válido para uma sequência fi(z), 
/ 2 (z), ..., fn(z), ■ ■ ■ de funções analíticas em D convergindo uniformemente a f(z) em 
D. Basta definir a sequência de funções gi(z) = fi(z) e, recursivamente, g n (z) = f n {z) ~ 
fn-i(z). Assim, 

f{z) - fjün(z) = n lim f n {z) 

será analítica em D e ^ 

f'( z ) = Yj/Á z ) = Km fÁz). 

Teorema A.15. Seja f(z,t ) uma função contínua nas variáveis z e t, com z variando 
numa região D, e t variando em ( a,b ), podendo ocorrer b = o o ou a = —oo. Se f(z,t) é 
uma função analítica de z em D, para qualquer valor de t em (a, b) então 

F{z) = J f[z, t)dt 

é analítica em D, desde que a convergência da integral seja uniforme em relação a z. 
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